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CHAPITRE 12

EXERCICES 12.2

1. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

lim-—— Xt k+1:Iimx 1 =[xl lim =[x x1

kewk+2 XK kowl  k+2 KoK+ 2

La série converge pour |x| < 1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.
0 _1k

Six=-1,ona kZ Kl C'est la série harmonique alternée, elle converge.
o0 1k )

1
Six=10na Z Kl z k+1,ceﬂ|aser|eharm0n|que ellediverge.

L'intervalle de convergence est [-1; 1 et lerayon de convergenceestr = 1.

2. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
2k+1 k+1
lim———
Ko, oo 2kxk

= liml2x =12x
k- o

1 1.
Lasérie converge pour |2x] < 1 qui donne—1 < 2x < 1 et en divisant par 2, 5 <X< Py Etudions |e comportement aux

frontieres.
1
Six=-1/2,0na Z ZKE'_Z Er = kXO( —1)¥, lasérie diverge par oscillation.
miin)

Six=120na Z 2kD2D = Zlk = Zl elle diverge par le critére de divergence.

L' intervalle de convergence est ]—1]2, 1/2[ et le rayon de convergence est r = 1/2.

3. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
k+1 k|
m PR

K oo| (K +1)! G k+1 k+1
Lalimite est O pour toute valeur de x. La série converge pour tout X.

L' intervalle de convergence est |—o; o[ €t le rayon de convergence est r = oo

=Ix lim——| =IxIx0=0

Kk - oo

=liml-——

k> o

4. En appliquant letest de d’ Alembert, on obtient :

i (KDL 3
kew 3K KXk ko 3
Lasériedivergesauf six=0etr =0.

X[
—| limlkl = o
3k4»00

5. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
2k+1 Xk+1 k2 2

k 2
k+1)2  2Kxk “k+12

k
=2x ||mw =|2xIx1 =I2x

k- o

kqoo

= lim|2x
Kk > oo

1 1.
Lasérie converge pour |2x] < 1 qui donne—1 < 2x < 1 et en divisant par 2, 5 <X < Py Etudions |e comportement aux

frontiéres.
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2 2 g D"
x——]J20naZKZDZD z

converge absolument.

00 2k|j1d< 0 1k
Six=120na z @0 = z (@ C'estune sériep ol p = 2> 1. Lasérie converge.

, C'est une série-p dternée ol p = 2 > 1. La série converge puisgu’ elle

L' intervalle de convergence est [—1/2, 1/2] et le rayon de convergence est r = 1/2.

6. Enappliquant letest de d’ Alembert, on obtient :
Iim‘zkﬂxkﬂ x K ‘— li m | 2 ‘—\Zx\ I|m 1
ko (K+D)!  2KxK] koo k+1] Lk
La série converge pour tout X. L’intervallede convergence est ]—o; oof et le rayon de convergence est r =

=[2xIx0=0

7. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
2k+2 2k)! 2
fim 2 @ X
koo (2K+2)1 T X2k | T koo (2K + 2)(2k +1))| Jm
La série converge pour tout x. L'intervalle de convergence est ]—o; o[ et le rayon de convergence est r =

=Ix2/x0=0

8. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
\(k+1)xk+1 1+K?[_ o [x(k+D(L+k?) (k+1)(1+k2)
L 2 o TR ks k+D?) k@+(k+1)?)
La série converge pour |x| < 1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.

—1)Kk
Six=-1,ona Z (1 )k2 , C'est une série alternée. Montrons qu'’ elle est convergente.

=[x lim

k- o

=|xIx1 =|x

k k+1
> H A H .
1+K2 1+ (K+1)2 " En effet, en effectant le produit des extrémes et des moyens, on obtient :

k3 + 2kZ+ 2k > k3 + k2 + k + 1, qui donne k? + k> 1, ce qui est vrai pour tout entier positif k.

Deplus IimDLD: 0. La série est donc convergente
" ke e+ k2D ' '

Six=10na Z 1TrK2 ' est une série divergente par le test du polynéme.
k=0

L’intervalle de convergence est [-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.

9. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

\(k+1)(x 2)k+ 3 | im

N (k D
Jm 3k k(x—2)%| " koo

M:\X—Z\x

3k

1 _Ix-2
3 3

=|x=2lim

k- o

(x=2)~,

X—2
Lasérie converge pour <1 qui donne -1 < <l et-3<x-2< 3. Enadditonnant 2 a chacun des membres,

on obtient —1 < x < 5. Etudions |e comportement aux frontiéres.

( 3)k o

Six=-1,0ona Z x - > (DK, ¢ est une série alternée divergente car [im(K) = #0
k=1 -

[+ k K
Six=5,0na > = > K, cest une série arithmétique divergente.
k=0 k=1

L’intervalle de convergence est |-1; 5[ et le rayon de convergenceest r = 3.
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En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

\(x—4k+1 5K \ (x—4] _|x-4
*x=gk M5 T s

k- oo

lim
Ko oo 5k+1 (X—5)

-4
<let-5<x—4<5. Enadditonnant 4 a chacun des membres,

-4 X
<1 qui donne —1<

L X
Lasérie converge pour

on obtient —1 < x < 9. Etudions |e comportement aux frontiéres.

(—)(5)" <

Six=-1,0na Z =2 (DH=1+1+1+.. = cest unesériedivergentecar lim@® =1#0,
k=1 -

. K o
Six=50na Z (=i ) (5) =3 (-D¥ =1-1+1-... c'est une série divergente par oscillation.
k=1

L'intervalle de convergence est |-1; 9[ et le rayon de convergenceest r = 5.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

L=t 2% | x=5_[x—5
M e X gk T T

-5
<let-2<x—5< 2. Enadditonnant 5 a chacun des membres,

5 X
<1 qui donne -1<

. X—
Lasérie converge pour

on obtient 3 < x < 7. Etudions le comportement aux frontiéres.

® (D k 00
Six=3,0na ) (2" = (-D¥ =1-1+1-... ¢'est une Série divergente par oscillation.
k=0 k=1

w ok )
Six=7,0na ) o= 1=1+1+1+.. c'est une sériedivergente car lim@W=1#0.
k= =1 -

L'intervalle de convergence est |3; 7[ et le rayon de convergence est r = 2.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

k+1 2 2 2
lim ‘(X 8 K im ‘(X IK ‘—\x 3lim K
o (k+D2  (x=9K kim (k+D? o (k+1)2
La série converge pour Ix—3 <1 qui donne —1 < x — 3 < 1. En additonnant 3, on obtient 2 < x < 4. Etudions le
comportement aux frontiéres.

(—1) “

=|x-3

Six=2,0na Z , C'est une série-p alternée avec p = 2 > 1. Elle est absolument convergente donc convergente.

[

1k
Six=4,0na Z ) 2 e C'est une série-p avec p = 2 > 1, elle est donc convergente.

L'intervalle de convergence est [2; 4] et lerayon de convergenceestr = 1.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

Kx Ol (k+1)2?|_ im [(x=5)(k+1)? o 1)2
k2?7 -9 TR (k22 (k+2)?
La série converge pour |x—5 <1 qui donne —1 < x — 5 < 1. En additonnant 5, on obtient 4 < x < 6. Etudions le
comportement aux frontiéres.

=|x-5

‘—\ x=5li

kaoo

o (_])k
o (k+1)2”
o 1 k
o (k+1)2”
L'intervalle de convergence est [4; 6] et le rayon de convergenceestr = 1.

Six=4,0na C est une série-p alternée avec p = 2 > 1. Elle est absolument convergente donc convergente.

Six=6,0na C'est une série-p avec p = 2 > 1, elle est donc convergente.
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14. En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

+1)k+ + + +4)3 +4)3
Iim\(x Dt (k+4)° - ' [(x+D(k+4) \_‘ 1 lim k+4)
ol k57 (x+DK| kel (k+5T =l (k+5)°
La série converge pour Ix+1 <1 qui donne —1 < x + 1 < 1. En soustrayant 1, on obtient -2 < x < 0. Etudions le
comportement aux frontiéres.

=Ix+1

[ _1k
Six=-2,0na Z(I((Jril)g, C est une série-p alternée avec p = 3 > 1 (elle débute & 1/43). Elle est absolument conver-

gente donc convergente.

Six=0,0na
o (

L'intervalle de convergence est [-2; O] et le rayon de convergenceest r = 1.

1
k+4)3 C’'est une série-p aternée avec p = 3> 1, elle est donc convergente.

15. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
| _ 2\k+1 2 _ 3
Iim\(|<+1).(x <t (k+D) \:”m\(x 3k +1) \_‘ _3lim
ko (K+2)2 K(x—3* kow (K+2)2 | o
La série diverge pour tout x, sauf x =3 onadoncr =0.

(k+D3| _
(k+2)2"

16. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

.| xk o k+2 x(K+2) k+
lim X— = =[x lim =Ix
ko olk+3 X kool K+3 kaook 3
La série converge pour |x| < 1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.

(-D)*

k+2’

1k

Six=10na Z Kt 2 ' est une série harmonique, elle est donc divergente.
k=0

Six=-1,ona Z C’ est une série harmonique alternée. Elle est conditionnellement convergente.

L'intervalle de convergence est [-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.

17. Enappliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

X "]/3 XKL im | < xx1=Ix
Ml———== =IX lim———= =IxIx1 =[x
km(k+1)]/3 |<aoo(k+1)]/3 k- oof (K +1)¥3
La série converge pour |x| < 1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.
(= 1) (—1)k <

Six=-1,0ona Z => (/3 C est une série-p ol p = /3 < 1. Elle est divergente.
k=0

1k 1 1 1
Six=1o0na Z (kj/)g , C'est une série alternée. Puisque e W pour tout k et que I|m N 7 =0, dleest

convergente.
L'intervalle de convergence est |-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.

18. En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
Xk K X
X PR
(k+1)!  xK k+1
La série converge pour tout X.
L' intervalle de convergence est |—o; oo €t le rayon de convergence est r = oo

=Xl lim——=Ixx0=0

k- oo

= lim——

k- o

1
k+1

k- oo
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En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

Kk+sz“1 5 | _ \xa< 2| _ I (k 1)2 —xx 1 _Ix
k-»oo gk+l k2xK| kqoo‘ 5k2 | kqoo 5k? "5
. X : X - .
La série converge pour 5 <1 qui donne -1< T <let -5<x<5. Etudions le comportement aux frontiéres.
: S KD |2 k2 y . 2 =
Six=-50na ) . > (DFK?, ¢'est une série alternée divergente, car limk® = #0,
k=0 k=0 00
) k2 k .
Six=50na ) & - > K, c'est une série atermes positifs divergente, car [im k?=w#0,
k=0 k=0 5 0

L’intervalle de convergence est |-5; 5[ et le rayon de convergenceest r = 5.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
k+1 k4 X k4

m x— = lim =[x lim-—— =IxIx1 =[x

kool (K+D* XK kow/(k+D)4 km(k )4
La série converge pour |x| < 1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.

_1)k
Six=-1,0na Z (kz C'est une série-p aternée avec p = 4 > 1. Elle est absolument convergente donc convergente.
o 1k © 1

Six=10na Z K Z K4 C'est une série-p avec p = 4 > 1. Elle est donc convergente.
L'intervalle de convergence est [-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.
En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

[ FQR B X2 [x+2

lim ol X = =

ko 5 (x+2) \ kaoo‘ 7l 5 |

- X+2 . X+2 R -

La série converge pour 5 <1 qui donne -1 < <let 5<x+2<5,dou-7<x< 3. Etudions |e comporte-
ment aux frontiéres.

. < (_5)k — 1k . . .
Six=-7,0ona kZO & - kZO(— ). Elle est divergente par oscillation.

k o
Six=3,0na Z o = 2 1=1x o= Ellees divergente.
k=0

L'intervalle de convergence est |-7; 3[ et le rayon de convergenceest r = 5.
En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

+ )k+l

(x+2ft k|t 2)k\: v 2 1iml X

k+1 (x + 2)K| e k41| Ko ool K+

La série converge pour [x + 2| < 1 qui donne —-l<x+2<let —3 > x > —1. Etudions le comportement aux frontiéres.

(D"
k

lim =Ix+2x1=[x +2

Six=-3,0ona 2 , C'est la série harmonique alternée. Elle est convergente.

1
Six=-1,ona Z o C'est la série harmonique. Elle est donc divergente.
k=0

L'intervalle de convergence est [-3; —1[ et le rayon de convergenceest r = 1.
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23.

24,

25.

26.

27.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

k+1 1
(GG . T TG P TANE
(k +1)! k(x+2)K|  kowol K | ke oo K
L a série converge pour tout X.

L’ intervalle de convergence est |—o; oo €t le rayon de convergence est r = oo

lim =0

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

k+1 12 ]/2
‘(X+5) k ‘ ‘(X 9k =Ix+ 5I|m

k- o

K 2
lim lim
koo (i +1)V2 (x +5K| kowl (K+1)Y2 (k +1)¥2
Lasérie converge pour |x + 5| < 1 qui donne—1 < x + 5 < 1 et -6 < x > —4. Etudions le comportement aux frontiéres.

(—1)k z( -1~ 1 1

=|x+9x%x1 =[x +5

Six=-6,0na Z Kz c'est une série-p aternée. Elle est convergente puisque w2 W et
1
(=0

1 > 1
Six=-4,0na » " > 172 » Cest une série-p avec p = 12 < 1. Elle est donc divergente.
k=0 k k=0

L’ intervalle de convergence est |-6; —4[ et le rayon de convergenceest r = 1.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

x — Gkt Kl - (x=

‘( 9, k‘:llm‘( S)‘Z\X g lim——
kaoo‘ (k+D! ~ (x=5*| kow k+1 | ko el K +1
La série converge pour tout x. L'intervalle de convergence est ]—o; o[ et le rayon de convergence est r =

=|x=8x0=0

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

_yk+l + _ +
”m\(Zx 9 x k+1 ‘—I (2x=9(k 1)‘:\Zx 5I|mk
o k+2)  2x=5K Tkm k+2 | o k +
Lasérie converge pour [2x—5| < 1 qui donne—1<2x—-5<1et4<2x> 6, d ol 2 < x < 3. Etudions|e comportement aux

frontiéres.

=[2x-9x1=[2x-5

_1)k
Six=2,0na Z (k +)1 , C'est une série harmonique alternée. Elle est convergente.
1k
Six=3,0na Z PERE C’ est une série harmonique. Elle est donc divergente.
k=0

L'intervalle de convergence est [2; 3[ et le rayon de convergence est r = 1/2.

0 X2k
Lasérie est I(ZO@.

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
‘ XK+l ZK‘ X Kk ‘

k
O+ 2Rt x| T k'm\(k+1)2\

k+1

X X

2

x1 =

2k oo

X X L .
La série converge pour B <1 qui donne -1< > <1, dou-2 < x < 2. Etudions le comportement aux frontiéres.

2% _ 2 (= 1)k . : )
Six=-2,0na Z KoK Z , C'est une série harmonique alternée. Elle est convergente.
@* _ < o i : :
Six=2,0na Z KoK Z , C'est une série harmonique. Elle est donc divergente.

L'intervalle de convergence est [-2; 2[ et le rayon de convergenceest r = 2.
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( 1) k+1Xk+1

Laseneeﬂz KK+ 2)
En appllquant Ietest de d’ Alembert, on obtient :
X2 kk+2)| | x kk+2)|_ | kk+2)
= = | A S 1:
ke dk+9 " x| ek W gy X

Lasérie converge pour IX <1 qui donne—1 < x < 1. Etudions le comportement aux frontiéres.

( 1) k+1( 1)k+1 o A
Kk +2) Z K (k v Elle est convergente par le test du polyndme.

( 1) k+1 (1) k+1 00 (_1) k+1

k(k+2) S kk+2)

Elle est donc Convergente.
L’ intervalle de convergence est [-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.

Six=-1,ona z

Six=1,0na Z , C'est une série alternée qui converge absolument par letest du polynéme.

(x=3)X

1 k(k+2)"

En appllquant le test de d’ Alembert, on obtient :
iml =3 kk+2) | (=3 k(k+2)
koo (K+ DK+~ (x—3K| " kow| (k+1)(k+3
Lasérie converge pour Ix—3 <1 qui donne—1<x—3<1, d ol 2 < x < 4. Etudions le comportement aux frontiéres.

Lasérie est Z

k(k+2)

=|(x-3) I|m =[x-3x1=Ix-3

o] _l k
Six=20na Z K(k+2)" c'est une série aternée qui converge absolument par le test du polynéme. Elle est donc
k=1

convergente.

Six=4,0na kz k(k +2) Z k(k +2) C'est une série convergente par le test du polynéme.

L’ intervalle de convergence est [2; 4] et lerayon de convergenceest r = 1.

( 1)k+1Xk+1

Lasérie est Z =
k=1
En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
k+2 5k ) X X
Jim e e =m g = g

) X _ - .
La série converge pour B <1 qui donne -5 < x < 5. Etudions le comportement avix frontieres.

( 1)k+1( 5)k+1 0

=Y (D" x5 ¢ est une série alternée divergente, car lalimite du terme général
k=0

Six=-50na Z

n'est pas nulle.

( 1)k+1(5)k+1 )

Six=5,0na Z = =Y (D" x5, ¢’ est une série alternée divergente, car lalimite du terme général ' est

pas nulle.
L’intervalle de convergence est |-5; 5[ et le rayon de convergenceest r = 5.
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0 skxk
3l. Lasérieest 22k+1
En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :
k+1
Iim\s(k+1)x ><2k+1\:|_ \x(k+1)(2k+1)\_‘()‘ M—\x\xl:\x\q
2k +2 SkxK | ke K(2k+3) | km(k D(k+3

La série converge pour IX <1 qui donne—1 < x < 1. Etudions |e comportement aux frontiéres.

—1)ksk
Six=-1,ona z (2k)+1 , C'est une série alternée qui diverge car lalimite du terme général est 5/2.
o 1%k e . -
Six=10na z 2k +1 C'est une série atemes positifs qui diverge car lalimite du terme général est 5/2.

L'intervalle de convergence est |-1; 1] et le rayon de convergenceest r = 1.

(x— 1)"

32. Lasérieest Z

En aophquant Ietest de d Alembert, on obtient :
[ O-D 2 | x=T X1
kew 260 T (x=DK| Tkow 2 || 2

x-1 x-1 .
Lasérieconverge pour | ——| <1 qui donne —1< e <let-—2<x-1<2,dou-1<x< 3. Etudionsle comportement

2

aux frontiéeres.
k

2 (2
Six=-1,0ona 2(2‘(
k=1
k

Six=3,0na Zy = Zlk =, c'est une série aterme constant, elle diverge car lalimite du terme général est 1 # 0.
k= k=1

L'intervalle de convergence est |-1; 3[ et le rayon de convergenceest r = 2.

=% (<D, ¢ est une série alternée qui diverge par oscillation.
k=1

1
33. Lafonction est d§ja souslaforme 1—u ouu=2x.Onadonc:

f(x) =

1 00
=1+2x +4x% +8x3 +16x* +.. = (20
1-2x =
Elle converge pour |[2x| < 1 et I'intervalle de convergence est |-1/2, 1/2].
e T s +...):12xk
2— 2 2 1-x 2 2.5
Elle converge pour |x| < 1 et I'intervalle de convergence est -1, 1.

3. f(¥)=

X 1 -
f(X)=—— =xx—— =x{@0 +x +x2 +x3 +x* +.) = xk#
35 f(=." Tx 2

Elle converge pour || < 1 et I'intervalle de convergence est -1, 1[.
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11 10 o xp,. 0 xif .0 x0f .o xdf ﬁ
f(x) = :—@[+—+—+—+—+_,,
O o

:lgl_,+j_ﬁ+x“ N imxg -5 (=D*x

X
=|-| <letl'intervalle de convergence est |-2, 2.

Elle converge pour — 5

X
2

Le développement est :

(=1

Ladérivéeest :

1 00
=1+2x +4x2 +8x3 +16x* +... =% (2x)K _
o kZO( )¥, pour —1/2 < x < 1/2.

2 00
fr(x)="—" 5 =2+8x+ 24x2 +64x3 +...= 5 2(k +1)2X* pour —1/2 < x< 1/2.

L'intégrale est :

2x2  4x°  8x4 16x5 2 kxk+
Il ox dx = C+X+7+T+T+ 5 Z ,pOUI’—l/2<X<1/2.
Le dével oppement est:
1 1 1 12
f(x)_2 o E><1_X:2(1+x+x2+x3+x4+...):EKZOX‘<,pour_1<x<1_

Ladérivéeest :

1 1 12

fr) == == (0+1+2x +3x? +4x3 +5x* +.)== (k+Dx¥ pour—1 <x<1.

20-x)2 2 2KZO P
L'intégrale est :

1 1.1 x2 x¥ x* x> 0O e xki

dx == —dx-——lnl X) +C =C + tot gt et our—1<x<1.
2-2x T 2)1-x =% x 3 2 s P02 ouanyP
Le développement est :

1 00

f(x):l—xxzxxﬁ =x@+x +x2 +x3 x4 )= Y ¥ poyr 1 <x <1,

_ — =
Ladérivéeest :
f' (x)—( x) =1 +2x +3x2 +4x3 +5x4 +.) = Z(k+1)xk pour -1 < x < 1.
L'intégrale est :

X DXZ X3 X4 0 00 Xk

——dx= 1+ X =—X—-Inl-x) +C =C—-x + t— +— +.=C =X+ ) — -
1—x ID’ Efj (1-x) O, "3 72 0 kZZ |+ pour 1<x<1.
Le développement est :

1 X x2 x3 x* 0O 1a2rmxf_ & (<Dkxk
f(X):E%—E‘FT—?‘FE +D:§ZD7D :Z 2k+l ,pOUr—2<X<2_

Ladérivéeest :
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f1(x) = -1 1EP 1,2 3x2+4x3 +57X4+ O
(x +2)2 Y478 T T3 O
10 1 2x 3X2 4%3 5X4 D 1= ( 1)k+1ka+1 _ ) (_1)k+1kxk+1

=Tt 2" 8 T T3 07 22 okl 2 k2
L'intégrale est :
l 1D X2 X3 X4 X5 D l oo Xk+]_ ( 1)ka+1
X+2 ta+ 5 v vl = =X
IX+2dX |n(x 2) C C E?( 4 12 32 80 D 2 z k+1)2k Z (k+1)2k+l
pour —2 < x< 2.
41. Ledeéveloppement est :
x?2 x® x* @ (—1)kxk
e =1-x+ — =
2I 3 4| L K , pour tout x [ R.
Laderivéeest :
2x  3x2  4x3 bBx°
(e Xy =1+ o, _
( ) 27 3 4 ! o
=Lex— g gy :‘Z( I e, pour tout x OR.
2 3 4 S K
42. Ledeéveloppement est :
x4 x6 8 o y2k
I B IR ARTIEANIRAN A
2 3 4 kZo K , pour tout x O R.
Laderivéeest :
d (o) = x®  6x5 8x’ @ x2k
— O+2X+— +— +— +... =2X
dx (e 2 3 4 Z i Pour tout x LI R.
2. o 1.1 1
43. Puisque € =1+x+- 4+ e enposantx—l,onobt|ent.e1—1+1+2! t3ta
2_xx 1 1 1.1
44, Puisque e =1-x+ o 2 4+ X enposantx=1, onobtient: = =l =1-1+- — = +- -

2 3 4 e 2 3 4

, pour -2 < x< 2,
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EXERCICES 12.4

1. Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successives ax = 0. On trouve dors:

f(x) = In(x +1), d'ouf(0) =In1 =0

()—(1) douf' (0) 1
0= e

f® (X) =

douf"(0)=-1

,d’on(3)(O):2

2
( +

f@(x) =  douf@(0) =-3

(x+
4 x 3 2
f(5)(x.) (x+1)5 "

d ouf®(0) =4
f O (x) = (- 1)n+1u d ot f ™M(0) = (=) (n—1)!

(x+1)>’

Par définition de la série de Maclaurin, on aalors:

-
f(x)=f(0) + f'(0)x . (0) X2 + 3(0) x3 +... +%xn
2 3 4 |5 _ . n
=X—X*+2L—3X X —,__+(_1)n+lw+
23 a 1§ o

2 3 4 5
:X_L+L_L+X +( 1)n+l +...
2 3 4 5 n

Le développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = In(x + 1) est donc :

x2 x3 x* x5 © (_qyk=1yk
In(x+1) =x— X+ X X0 X0 ¢ E)TXE
2 3 4 5 Lk

2. Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successivesax = 0. On trouve dors:

f(x)=eX, douf(0)=e® =1
fr(x)=e*, douf'(0) =e® =1
fr(x) =€, douf"(0) =€ =1
fO(x)=¢e, douf®0) =e® =1
f@(x)=¢*, douf @) =e® =1
fE(x) =eX, dotf ®(0) =€ =1

Par définition de la série de Maclaurin, on aaors:
" Q)
F00= O+ Ox+—ODyz 7O e, 1O
2 3 n!
x2 x3 x* x5 x8 X7
=1+ X+—F+—+—+— +— +— +
2 3 4 585 @ 7
Le développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = €“ est donc :

2 3 4 5 6 7 w gk
e = 1+x+X—+X—+X— +X— +X— +X— +... :ZL
2 3 4 95 8 7 = K
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3. Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successivesax = 0. Ontrouve aors:

f(x) =sinx, d' ouf (0) =sin0 =0

f'(x) =cosx, douf'(0) =cosO =1

f"(x) =—sinx, d' ol " (0) =—sn0 =0

f ®(x) =—cosx, d ouf @ (0) =—cos0 =-1
f@(x) =sinx, d'otlf @(0) =sin0 =0

f ®(x) = cosx, d' ot f ®(0) =cos0 =1

Par définition de la série de Maclaurin, on aalors:

_ . 'O , "0 , f (M (0)
fx)=f@Q+f'(0)x + o X2 + 3 X3 +... +Txn +...
3 5 7
:0+x—0—X—+0+X—_0_L
3 8 7
x3 x5 x7
=SX— T +
3 8 7
Le développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = sin x est donc :
X3 X5 X7 o0 (_1)kx2k+1
SNX=X——+— =y

3 8 7774 (Kk+1)

4.  Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successivesax = 0. On trouve aors:

f(x) = cosx, d ouf (0) =cos0 =1

f'(x) =—sinx, douf'(0) =cos0 =0
f"(x) =—cosx, douf"(0) =—sin0=-1
f®(x) =sinx, douf@(0) =—cos0 =0
f @(x) =cosx, douf®(0) =sin0 =1
f®(x) =—sinx, d'ouf ®(0) =cos0 =0

Par définition de la série de Maclaurin, on aalors:

t0= 10+t Ox+ Dy O s, [ TOO 0,

2 3 n!
x2 x4 x&
=1l-—+————+
2 a4 e
L e développement en série de Maclaurin de la fonction définie par f(x) = cos(x) est donc :
2 x4 x8 o (_)kx2k
Cosx:l_xi*'xi—xf = u
2 4 @ S (2K)!

5. Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successivesax = 0. Ontrouve aors:

f(x)=eX, douf(0)=e® =1
f'(x)=—e*, douf'(0)=—® =—1
fr(x)=e, douf" (0) =e? =1
f@(x) =—e, d ol f @) =—e® =—1
f@(x)=eX, douf®@©0) =e®=1
fOX)=—>, douf®0Q) =—€® =-1

Par définition de la série de Maclaurin, on aalors:
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" " (n)
.I:(X) - f(O) +f'(O)X+ f (0) X2 + f (0) X3 +." +wxn +".
2 3 n!
x2 x3 x* x> x8 X’
=]l-X+———+———+———+
2 3 4! S 6 7

L e développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = e™* est donc :

2 3 4 5 6 7 o (_1\k yk
e X :1_X+L_L+L_L+L_L+_._:Z( 1) X
23 4 5 6 7 & K

Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successives ax = 0. On trouve alors ;

f(x)=e*, douf(0) =€’ =1

f'(x) = 26>, d'ouf'(0) =2e° =2
f"(x) = 46, d ol f" (0) =4e® =4
f 3 (x) =86, d ouf ®(0) =8e° =8
f @) (x) =16e2, d’ ol f @ (0) =16€° =16
f ) (x) = 3262, d' ouf ®(0) = 32e° =32

Par définition de la série de Maclaurin, on aaors:

=@+t Ox+ Dy O, OO,

2 3 n!
4x? 8x3 16x* 32x° 2 (2x)K
=14+2X+— + + + +... =
2 3 4 g5 & K
L e développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = e™* est donc :
2 3 4 5 o k
o2 :1+2X+4L+8L +16x 32x = (2x)
2 3 4 5 S K

Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successivesax = 0. On trouve alors ;

f(x) =sin2x, d' ot f (0) =sin0 =0

f'(x) =2cos2x, d'ouf'(0) =cos0 =2

f"(x) =—4sin2x, d' ol f " (0) =—sin0 =0

f @ (x) =—8cos2x, d ouf 4 (0) =—cos0 =-8
f@(x) =16sin2x, d ol f @(0) =sin0=0

f ®)(x) =32cos2x, d ot f ®(0) = cos0 =32

Par définition de la série de Maclaurin, on aaors:

" T (n)
F=fO+f Ox+ Oy O s, 1O 0y,
2 3 Y
8x3 32x° 128x7
-0- +

=0+2x-0-——+0+
3 ! 7
8x3 32x5 128x’
=2X———+ - +..
3 5 7
Le développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(xX) = sin x est donc :
3 5 7 co 2k+1
sin2x:2x—8i+3zx _128x +.= (2x)
3 5 7 & 2k + D!

241
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8. Pour développer en série de Maclaurin, il faut évaluer les dérivées successives ax = 0. On trouve alors:

f(x) = cos2x, d'ouf (0) =cos0 =1

f'(x) =-2sin2x, douf'(0) =4cos0 =0
f"(x) =—4cos2x, douf"(0) =—8sn0=-4
f @ (x) =8sin2x, d' ot f @ (0) =—16c0s0 =0
f @ (x) =16cos2x, d ouf ¥ (0) =32sin0 =16
f O (x) =-32sin2x, d ot f ®(0) =64 cos0 =0

Par définition de la série de Maclaurin, on aalors:

100= 1@+ O+ P+ 0y (IO

4x> 16x* 64x5
+ - +..
2 4 6!
Le développement en série de Maclaurin de lafonction définie par f(x) = cos(x) est donc :
4x2 16x* 64x6
+ - +..
2 4 6l

=1-

cos2x =1—

d do x2 x3 x4 x5 O
9. —(Unx+1))=— X—— +—— —_— ..
o N = Xty T e T
2x  3x?2 4x3 bBx4
=1-C+ =
2 3 4 5
=1-x+x2-x3+x%—..

o 1
= z (—1)ka =
k=0 1+Xx

On obtient cette derniére égalité en considérant u = —x dans :

1 [e0]
———=1+u+u?+ud+u? +.. =Zu"

H
|
c
x|
i
o

d d x2 x3 x* x® x8 x' 0O
10. @) =" +x+—+—+— += =+,
dx d 2 3 4 15 ¢ 7 U
2 3 4
—0+1 Q 3L 4x 5x
3 4 5
2 X3 X4
=1+X+—+—+—
) 2 3 4!
:ZX—:eX
o K
d, . do x3 x5 x7 O
11. —GSnXY)=— Xx——+— - .
dx dx 3 5 77U
_ 37x2+5x4 7x58
T3 58 n°”
x2 x4 xS
=1l-—+———+
2 41 6!
oo(_l)kx2k

= kZoi(Zk)! =CoSX
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d x2 x* x5 0O
— -+ T
xO 2 a4 g O
2X 4x3 6x°> 8x7
=0- 2420 20 PR
2. 4 6 8
x3 x5 x7
=X+ —— —
3 5 7'
o (_1)kx2k+1

T (ke

2. — (cosx) =

=—-sinx

4 g @ 7 O

2X 3x2 4x3 5x4  6x5 7x8
SOty T te T

X2 x3 x4 x5 x6 .
= d+X-—— =+ =+

2 3 4 3§ 4
Ooxoq_y X2 X X8 x® x® x7 O
-f 2 3 4 5 6 7 O
°°(—1)ka_
L kK

2 3 4 5 6 7
13. i(e—x):ig_ +X7_X7+X L+X X O

—X

2 3 4 5
14. (eZX)— d Sl+2x+4i 8x +16x +32x N O

3 41 5 U
8x 24x2 64x3 160x*
=0+2+— + + +
2 3 4! 5
4x2 8x3 16x* 0O
- 2%[ Xty Ty D

15. _d 8x3 32x5 128x7 0
— (sm 2X) = E? 3 = +.0

8 [3X2 + 32Bx4 128 D’X6

3 g5 Y
8x2 32x* 128x*
=222 4 - +

2 4! 6!
2 4 4

_ 2%_ 4x + 16x 64 x + O

2

=2

2 a4 a8 O

2 4 6
16. i(cost) d 4x L 16x%  64x 0
dX 4! 6' -..|:|
-0 g 16 @x3 _ 64 Bx°
T2 4 6l
3 5 7
— x4 16x : 64x . 256x
3 g 7
8x3 32x°> 128x7 [
= 22X+ — +
E? 5 7 O

=-2sn2x
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

o uk u2 u3 u4
En posant u = —x dans |e développement €" = Z W =1+u +5 +§ +I +..., on obtient :
k=0 & . .
—x)k x2 x3 x4
e = Z ) | Tlox+o -+~ pour tout x OR.
o uk u2 u3 u4
En posant u = 2x dans |e développement €" = Z W =1+u +5 +§ +I +..., on obtient :
k=0 & . .
2 (2x)K 4x? 8x3 16x*
X =y =l 22X —— +——— +——— 4.
kZO m a t 3 4 , pour tout X [ R.
u2k+1 u3 u5 u7
2x dans |e développement SinU = Z (-D* =U——+———-+.. onobtient :
En posant u = 2k +1)! 35 7 , :
. (2x)2"+1 8x3 32x> 128x’
sin2x =Y (-Dk X—— - +...
kz D (2k+1) 3 3 = , pour tout x 0 R.
u2k u2 u4 UG
| — .
En posant u = 2x dans le développement COSU = Z -1 201 1—5 + g T onobtient:
d (2x) 2« 4x? 16x* 64x°
cos2x =Y (=D =1- + - +..
kZO( ) (2K) > a 5 , pour tout x 0 R.
uk+l u2 u3 u4
En posant u = x2 dans le développement In(u +1) = 2 (-D* =Uu——-+————+.. onobtient :
k+1 2 3 4
) k 2k+2 ) X4 X6 X8
In(x<+1) = & =Xt — 2 i _
( ) = 2( ) 1 > T3~ 4 . pour—1<x*<1quidonne-1<x<1.
o uk u2 u3 u4
= 2 =Y —=l+u+—+— +— +.. ient :
En posant u = 3x dans le dével oppement kZO K a3 ta , on obtient :
2 (3x)k 9x2 27x% 81x*
e =% ~ T =143x+_— + et
kZO m a 3 4 , pour tout X O R.
u2k+l u3 u5 u7
En posant u = x2 dans le développement arctanu = Z (D% =u——+_—— +.. onobtient :
L7 2k+1 3 5 7 :
5 0 ‘ X4k+2 ) XG XlO Xl4
arctanx< = & =X =+ - 2 i —
kZO( ) KA1 3757 , pour —1 < x2 < 1 qui donne -1 <x< 1.
2k 2 4 6
En posant u = x3 dans le développement COSU = Z Dk Somn T on obtient :
k! 2 a4 e '
XGk XG X12 X18
cosx? = Z(—l)k =1-—-+—————+.. pour tout x O R.

(2K)! 2 4 @
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o uk u2 u3 u4
25. En posant u = -x/2 dans le développement €" = Z W =1+u +5 +§ +W +...,on obtient :
k=0 K :
_ 2 (—x/2k x x2 x8 x4
e¥? = =1--+ - + -
2w Yo tamam e POUTtOUXIR.
o uk 2 u3 u4
26. En posant u = -2x dans le développement €" = Z W =1+u +E +§ +I +..., on obtient :
k=0 K :
& (=2x)K 4x2 83 16x4
eX=y " =l-2X+—————+——— .,
2 K 2 3 a4 , pour tout x [ R.
uk+1 u2 u3 u4
Inu+1) =Y (-1« SU——+————+.. :
27. Puisque Inu+1) = Z( 1 5 T34 teona:
o Xk+l l:l X2 X3 X4 l:l X5 X6 X7
x2In(x+1) =x*Y (DK =2 o m X T T -
(x+1) kZO( ) a1 XD T T >t 34 Tepour-lsxsl,
o uk u2 u3 u4
i el = —=1l+Uu+—+— +— +... :
28. Puisque kZO d ot gt teoona
2 yk x2 x2 x* 0O x4 x5 x6
x2%e* = XZZ W :)(2%_+x+j +§ +I +.g= x2 + x3 +j+€ +I +..., pour tout x O R.
k=0 d . d
) ) u2k+1 u3 u5 u7
29. Puisque sinu=Y (-DK =U-—+———+..,0na:
= kZ( ) k1)1 35 7
X2k+1 0 X3 X5 X7 0 X4 N X6 X8

Tk _ Xt X7 X 2 XXX
XSnx=x) D e =X g g T 07X T g T T g e pourtoutxOR.

0 Pu ) lk u2k+l u3 u5 u7
X Isque sinu = - “U——+—-——+..,0na:
= kZ( ) k1)1 35 7

K X2k+1 1 D X3 X5 X7 D XZ X4 XG
—smx— . ==Xt -+t =l - +..
Z D (2k+D!  x N 3 g9 7 U 3 g 7 , pour tout x [J R.

@k W ouwd ud
. U — — .
31. Puisque € —Z m 1+U+2| tq Ty teona
1 1°° xk _1 x3 x* 0.1 x x2 x3
;ex - %- 3 T O +1+E+§ * 7 T pour tout x 0 R{ 0}



