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CHAPITRE 11

EXERCICES 11.2

10.

11

12.

13.

14.

Il ne peut rien conclure car la série harmonique est divergente et les termes de la série qu'il étudie sont plus petits
que ceux de la série harmonique.

Il ne peut rien conclure car la série-p est convergente et les termes de la série qu'il étudie sont plus grands que ceux
delasériepavecp=2.

Il peut conclure que la série qu’il étudie diverge car les termes de cette série sont plus grands que ceux de la série
harmonique qui diverge.

Il peut conclure que la série qu’il étudie converge car les termes de cette série sont plus petits que ceux de la série-p
avecp=2.

. k+3 k BD
Jm e T himLe

1
%.+—D—OX1 0. Lalimite du terme général est 0. On ne peut conclure.

I|m

+5
G m 2k+1 km k%ﬁ kw%@ o Lalimite du terme général n'est pasnulle. Lasérie diverge.

1
I|mE—O Lalimite du terme général est 0. On ne peut conclure.

k- o

La série converge, donc lalimite du terme général est O.

00

ZCoskT[:cosn+c052n+cos3n+cos4 T ios5 meos6 4+ =1 1 B-1 b—..
k=1
Lasérie diverge par oscillation, donc lalimite du terme général n’est pas 0, elle n’ existe pas.

X

€ e
I|m?;kI|mT =oo0, Lalimite du terme général n'est pasnulle. La série diverge.
X — 0 — 0

lim k+1 —Iimk 1+1/k ﬁ 1+2/k ﬁ
kT 100k +1000 kmk%oo+1000/k km%oo+1000/k 100 Lalimite du terme général mest: pas nulle.

Lasérie diverge.

La série converge, donc lalimite du terme général est O.

X2 . g-1 19 1
PwsqueJ’ —3 dx= Ilmf — dx—t!er;D 2% bIlarr;Esz +25 > , lasérie converge.

Pws:quejl 72 dx = lim dleblim(ln(Zx +1))]° :blim(ln(2b +1)—In3) =0, |asériediverge.

boodl 2X+1
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

n -
= e la série converge.

N
Ny

o 1 1 1 b _
f; 2r1 dx = lim [ 2+l dx = 2t!lﬂrr;(arctan(x))]1 —t)ILnJo(arctanb arctand) =

b- o

_ w X+1 _ . b x+1 _1. 2 b_ | 2 _ .
Puisque [, NI dX_JLr?OL oty dX_szLr?o(ln(X +x))]; _JLTO(In(b +b) —In2) = o0, lasérie diverge.
_ ©5 5 bl 5 b B
PwsqueJ’1 ox dX_EDILr?OL < dX_zJLTo(In(X))]l —t!ergo(ln(b)—lnl)—w,Iasenedwerge.

PUiSque 0072 = i bi = i DX_J/ZDj): i D;ZD:?
b =2 e 220 ] 2oy
-~ im0t od 0. 010 1m_

aMO/x B = ' a0y 0 1"

4

la série converge.

Par comparaison, ona:

1 1 21
] < @ pour tout k(O N. Or, lasérie Z 2 converge, puisque c’ est une série-p avecp = 2.
k=1

Donc lasérie kzl K2 converge également.

+1

1 k% k?+1 =1
Par comparaison, ona: K = g < 3 pour tout k (O N. Or, lasérie Z P diverge, puisgue ¢’ est lasérie harmonique.
k=1

2 kZ+1

Donc lasérie kzl o diverge également.

1 1 21
Par comparaison, ona: *+a < 3 pour tout k (I N. Or, lasérie Z 3¢ converge puisque ¢’ est une série géométrique
k=1

de raison 1/3. Donc lasérie )
k=1

3k + 4 converge également.

1 Ink -
Par comparaison, ona: K <T pour tout k (I N. Or, lasérie Z k diverge, puisque ¢’ est lasérie harmonique. Donc la
k=1

2 Ink
série ZT diverge également.
k=1

1 1 1 ol
Par comparaison, ona: W = W23 >E pour tout k [ N. Or, lasérie ZlE diverge, puisgque c’ est la série harmonique.

@ 1
Donc lasérie kzl %/ﬁ diverge également.

37k<3—k—3—3i our tout k J N. Or, lasérie i*conver e, puisque ¢’ est une
k3+3k+2 k3 k2 k2 p ' ' k:1k2 ge, puisq

: e 3K ;
série-p avec p = 2. Donc la série kz:lkz T3kt converge également.

Par comparaison, on a:
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k 1
25. Effectuons un test de comparaison avec la série dont le terme général est by, = ok Onaadlors:
k
2+2 |(2 . 1
I|m = lim = lim lim = I|m%ﬁ=l
kHOObk k- oo koo K242 kawgiz 1+ Z/kZH K - oo +2/k2

26.

27.

28.

x\l—\

1 k
Puisquel > O et que | diverge, aors > 2+ diverge également.
k=1 k=1

5
Effectuons un test de comparai son avec la série dont |e terme général est bk = ok Onaadlors:

5
a . ogkyg_ 05 20 . 020
(M T 5 T Mk 3 5 07 gk 4 30
24
— imE —nm@ﬁiﬁ 1
T Taok 1+ 3/2k 3/2k ke o[ 1L+ 3/ 2K
Puisque L > 0 et que la série géométrique Z Z oK converge, alors Z K13 converge également.
k=1
. L - k2 1
Effectuons un test de comparaison avec lasérie dont le terme général est b, =, =5 . Onaalors:
k*  k
k2 + 2k +1
A _ Ké+k=7 _ Dk2+2k+1 k20_ | Dk4+2k3+k2|]
kaoobk kaoo i k4+k 7 1 kﬂoo k4 k-7
k2
[k* 1+2/k+1k? 0 01+2/k+1/k? O

=M B e -7k 7/k4H mﬁﬂ/‘ _7kin

© k2 4+2k+1

1
Puisque L > 0 et que la série-p Z K2 converge, alors Z W converge également.

1
Effectuons un test de comparaison avec la série dont e terme général est b, = PE Onaadlors:

1

.8 : .01 ko

lim—X = |im-3K*5 = |im x ﬁ» ﬁ ﬁiﬁ

kool koo 1 ralak+5 10° kaook3+5/k kew3+5k0" 3
k

1
Puisque L > 0 et que la série harmonique Z diverge, alors Z 3K +5 diverge également.
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29.

30.

31.

32.

33.

k k¥ 1
Effectuons un test de comparaison avec |la série dont le terme général est b, = «/k5 =52 k3/2 Onaalors:

k+3
lim 2 = fjm Vk® =2k \/k —Iim@/k-'r:3 k¥2 _|‘ka5/2 1+3k¥2 O_ . D1+3/k3/2
k-»oobk k- o W K o0 k5 — 2k 1 K- oo k5/2 1 2/k3/2H k_,oo 1 Z/ks/ZH
k

& k+3

1
Puisque L > 0 et que lasérie-p Z K¥? converge, alors Zﬁ converge également.
A\ j—

2k—l
2K

Effectuons un test de comparaison avec la série dont le terme général est b, = E .Onaadlors:

2k—1

lim 3 = Jim 2545 = iy 02 O_ 02 H %% 1
kb ke 1 kLelRkes0T =M 1+5/2'<E k- w1+ 5/2K

2

® 1 L) 2k—1
Puisque L > 0 et que lasérie ) 5 diverge, dors > o 5 ¢ diverge également,
k=1 k=1

3k 3
—7.Onaalors:

Effectuons un test de comparaison avec la série dont le terme général est by = Pl

3k

A K3+ 3k +2 0o 3k k2O . O 3k 0O_ H
ljmbk o 3 _l!Lr?oDk3+3k+2 107 l!Lr?oDkS'i'?)k 20" km%+e/k2+zk3 3
k2

, = © 3
Puisque L > 0 et que lasérie-p ZP converge, alors ) 3
k=1

1@ + 3 + 2 converge également.
k=1

1
Effectuons un test de comparaison avec la série dont e terme général est b, = x* Onaadlors:

1
! .3 1 3k O3 O 13« 1 . 1
lim % = [im 3+4% = |im lim = lim mE{li@:l
keob ke 1 kawD3k+4 10700 407 1w 4/3KH ko[ 1L+ 4/ 3

3k

21
Puisque L > 0 et que Z 30 la série géométrique de raison 1/3, converge, alors Z
k=1 k=1

3« + 4 Converge également.

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

2k+l
! , (k+1) 2k K . 020
lim 2% = Jim = lim E: 0
kLoo ak kLoo k—»oo (k+1)| K- oo|:|k+1|:|
k!

Puisque Q < 1, la série converge.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

k+3

ok [k+3_ 2k O
= lim

a
lim —*21 = |im
k

2k
Puisque Q < 1, la série converge.

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

(k+1)!
. a . K+L . Ok+1! 3O .. k+1g
k+l _ 3 —_ - = — =
(Ma, Tdm K MmO g 0T Mo g 0-°
3k

Puisque Q = o, la série diverge.

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

5
. a . O 5 2k+10 02k + 17
lim =2 = |im 2k+3—I| x = limg———n=
keeo @ koo D M2k+3" 5 O klal2k+30
2k+1

Puisque Q = 1, le test ne permet pas de conclure.

k+3 |mD k+3 0.1
koo @, koo K2 7 klob2k T k1207 Dalp(k+2)07 2

Chapitre 11 — Tests de convergence 237

1
Effectuons un test de comparaison a1’ aide de lalimite avec la série dont le terme général est b, L Onaadlors:

5

lim 2 = jim 2K*1 - i85 kO_ ;0 % 0_5

koo B koo 1 kawD2k+l 107 Rk +107 2
k

Puisque L > 0 et que la série harmonique Z X diverge, alors Z K+l diverge également.
k=1 k=1

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

(k+1)3k+1
! . K+l  Ok+D3 sk
lim % = fjm 2 = lim x —— o= lim
koo @ koo k3¢ Kool BK¥L k3
5k

Puisque Q < 1, la série converge.

En effectuant un test du rapport de d’ Alembert, on obtient :

(k +2)!
Ay . (k+D2+3_ 0O (k+1! k? + 30
Jm a, M T MGkt W@ O0M
k?+3

Puisque Q = o, la série diverge.

En effectuant un test de laracine k® de Cauchy, on obtient :

—I|m'§/7—l|m F

K- o0

Puisque R< 1, lasérie converge.

mBk+DHo_3
k-od 5k U5

D(k+1)(k2 +30_
Uk2+2k+4 U
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40.

41.

42.

43.

45.

46.

47.

48.

49,

50.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :

. ok f ..ok g1
R=limk/a, =limk = lim =<1
eV T MV 10 T Mk +10™ 2

Puisque R< 1, la série converge.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :
. .5 . K5O

R= fim e = im g =M om0 <t

Puisque R< 1, la série converge.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :

. . 4k (223K . 22 . 22 020
= k = k = k= /2~ = = =
R k“jg’\ a JLTQ ok+2 “m\ 2K x 22 J'fg, k92 @ k|I_T° ok/ o2 @ ;!Ln;DZZ/k 0 2>1

Puisque R> 1, la série diverge.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :

=t =m0 = mEgE <t

Puisque R< 1, la série converge.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :

. . Dld< olno
R=limka, =limY=— lim =0<1
e Ve T MO0 M OnKO

Puisque R< 1, la série converge.

Le numérateur est un polyndme de degré 0 et e dénominateur est un polyndéme de degré 2, onadoncq—p=2> 1.
La série converge.

Le numérateur est un polyndme de degré 4 et e dénominateur est un polynéme de degré 1, onadoncq—p=-3< 1.
Lasérie diverge.
4

On parvient alaméme conclusion en montrant que lim

lim= " = o0, Puisgue le terme général netend pas 0, la

série diverge.

Le numérateur est un polyndme de degré 2 et le dénominateur est un polynéme de degré 3, onadoncq—p=1.La
série diverge.

Le numérateur est un polyndme de degré 3 et e dénominateur est un polynéme de degré 6, on adonc q—p = 3>1.
La série converge.

Effectuons un test de d’ Alembert. On aalors:
k+:

i B = HKED? @ §w+nz oK+ DO_
koo @) koo k+1) ek + Dkl $MO 2 0

lim

Puisque Q < 1, la série converge.

Puisque cos 2kt = 1, en écrivant les premiers termes, on obtient :
! + 1 + 1 +
2 @ g
C’est une série-p de Riemann avec p = 2 > 1. Donc la série converge.

1+



51.

52.

53.

55.

56.

57.

58.
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En effectuant un test de la racine k& de Cauchy, on obtient :

e o2k 20
R=lim i = im{G0 =Jimgn=0<1

Puisque R< 1, la série converge.

Effectuons un test de d’ Alembert. On aalors:

a 3K W ) 3*kx3 mC 3 O_
lim =21 = |im X—ﬁz |Im§7 H =0
e a,  keelk+D)! KO Kl aCk+ DK M 107

Puisque Q < 1, la série converge.

Effectuons un test de d’ Alembert. On aalors:

lim Sk —nmEI4 K, 20 ;po4-ko_1
koo 8 N2kt 5,07 M-k 0 2

Puisque Q < 1, la série converge.

X
Appliquons un test de I’ intégrale en considérant lafonction f(x) = 3 =xe X,

Puisque Ixe‘xdx =—eX(x+1) +C,ona:

Xdx = = lim (e b+l 20 2
J’ xe*dx = I|m_|' xe*dx = bILngo( (x +1))] D b + AR <1

Par conséquent, la série converge.

Remarquons que cela ne signifie pas que la somme de la série est 2/e, mais simplement que la série converge.

© k?+3
Leterme général de la série Z C_2k+4a est un quotient de polynémes. Ladifférence des degrésest 1, par
k=1 -

conséquent la série diverge.

* b5 * 5
> PN > a2 = 5) @2 - Ona une constante fois une série-p de Riemann avec p > 1. La série converge,
k=1 kvk k=1 k=1

En effectuant un test de laracine k® de Cauchy, on obtient :

_ 2 020
R=lim¥a, = lim iz = im0

Pour évaluer lalimite du dénominateur, consi déronsy = xZX_En prenant le logarithme des deux membres, on obtient :

. 2
Inyz%lnx:L:Xet liminy = X _lim Ix_ =0.

X = 00 x>0 X Hxoow 1

Par conséquent lim x%* =e® =1. On trouve donc :

X— 0o

2K _ 020 2 _
- I|m&/a7k— I|m\/; “kasz_I 2>1

Puisque R > 1, la série diverge.

© K2+7k+2
Le terme généra de la série Zm

que 1, par conséquent la série converge.

est un quotient de polyndmes. La différence des degrés est plus grande
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

En effectuant un test de la racine k® de Cauchy, on obtient :

. ok f_,. ok g1
R=limk/a =I|mkD = lim <1
e V&= MM Og 10 T Mk +10" 5

Puisque R< 1, la série converge.

Effectuons un test de d’ Alembert. On aalors:

lim k+1_|| @ +1 @ m OK*10_ | ok, 1+Vkp_1 _,
Koo @y k+1 k MOk O ok ” e O e

Puisque Q < 1, la série converge.

Effectuons un test de d’ Alembert. On aalors:

Ok+D! ed_ . Ok+DK _e<O Ok+1)0_

(0 g OO e 07

a,
lim =21 = |im X —— =
koo 8 Kool ghtl kU

Puisque Q = o, la série diverge.

Procédons par comparaison directe. Puisque Ink < vk ,ona:
Ik _k _ 1
k2 k2 k32

& Ink
Puisque Z R est une série-p avec p > 1, elle converge et la série Z K2 converge également.

1
En notation sigma, la série est Z k41 Letermegénéral est ——— K1 et il tend vers 0. Par comparaison directe, on a
L 1Ooolest étrique d 1/2, el donc et | Z
2k+1 ok - O 2 ok une série géométrique de raison e converge donc et la série 2k+100nverge
aussi.
En notation sigma, la série est i Leterme géneéral est k et lim =1 # 0. Par conséquent, la
gma, L 2k+1 9 2k+1 S ekl 2 s
série diverge.
 k3+1

En notation sigma, la série est Z K+o C’est un quotient de polyndmes et la différence des degrés n’ est pas
k=1

supérieure a 1. Par conséguent, la série diverge.
© 2k © k k k

1
En notation sigma, la série est Z k3+3 Z K3+3° Par comparaison, ona 5~ k3+3 @ = K2 Lasérie Z est

> 2k ek
une série-p avec p = 2 > 1. elle est donc convergente et la série Z ke +3 z K43 converge également.

<] 3k
En notation sigma, la série est Zm. Per le test de d’ Alembert, on a:

C B _
Jm akl Jimﬁ(k+1)4 1 3k§:kmﬁ(k+1)4 +1H kquk7(1+]/k)4 +]/k4H km@(lﬂ/k)“ﬂ/k“@ 3

Puisque Q > 1, la série diverge.




68.

69.

70.

71.

72.

73.
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00 2k
En notation sigma, la série est ZF Per |e test de d’ Alembert, on a:
k=1 ™

. a i 2k 02 0_
lim =L = [im X — H I|m =0
koo @ keewl(k+D)! 2K oLk +107

Puisque Q < 1, la série converge.

°°k(k+1) ® k2+k ) R o ]
En notation sigma, la série est Z = Z K3 . C'est un quotient de polyndmes et la différence des degrés

est 1. Lasériediverge.

4k

En notation sigma, lasérieest ) Per le test de d’ Alembert, on a:
k

. KB

A, 4k+1 k3k O 4k pg_4 0 k O_4
lim = lim @ o < Tk E im Me— -0~
kew @ k-olk+1)3* 4 ke o B(k+2) 0 3kao° k+107 3
Puisque Q > 1, la série diverge.

o » c kP+c kPl+c kPZ+.. )
Leterme général de la série est delaforme —P P= p- , oll ¢ et d_ sont des nombres réels
dkd+d, kit +d kI +.. L

> 1
positifs. Effectuons une comparaison al’aide de lalimite avec lestermes de la série Z WER On obtient :
k=1

e kP +c, kp—1+cp_2kp—2+... K- pD Dcpkq +ep kI +e, KI2+.0
I|m = Ilmg i 5 x = lim =) -0
kaoobk kﬂoogd kq+d _4K9™ +dg _KITE +. 1 D kaooDd kq+d k9™ +d kI + ..
Oga CptC k+c k?+..0 Dc +cC k+c K2 +.. D c
"mD% p-1/K+Cp 2/ oy I lim PP 1/K+Cp 2/ - dp
ke ek dq+dq_1/k+dq_2/k w0 kewdg +dy_y/k+dy 5 /k?+..0

Puisgue lalimite est un nombre positif |es séries convergent toutes les deux ou divergent toutes les deux. Cependant,
lasérie kz:lm est une série de Riemann qui converge lorsque g —p > 1 et qui diverge lorsgque q—p > 1. Lorsque
q—p =1, on compare ala série harmonique qui diverge.

Ink Jk 1 1 © Ink

Puisque Ink <~k , on apar comparaison 2 S S . Puisque la série Z 132 converge, la série Z 2

converge également.

1111
Ink~ vk & (nk2 Kk

21 i 1
Puisque Ink <~k ,ona — Puisque lasérie ) - diverge, lasérie ) -~ -5 diverge
ik & (Ink)

également.
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EXERCICES 11.4

© 1 k+1

1. Ennotation sigma, lasérie s écrit kz:lln(k+1)'

pour tout k 0 R. Deplus, li =0. Le théoréme de

1 < 1 im
In(k+2) ~ Ink+1) k- In(k +1)
convergence des séries alternées permet donc de conclure que la série converge, car les deux conditions sont satisfaites.

PuisqueIn(k + 1) < In(k + 2), on a

o _1) k+12k—1
2. Ennotation sigma, la série s écrit kZ_lT
2k—1 2k—l
Puisque 3 < =y pour tout k J R et klm =1 = 0. Lethéoréme de convergence des séries alternées permet donc de

conclure que la série converge, car les deux conditions sont satisfaites.

o S (DK
3. Ennotation sigma, la série s écrit kz:14k+3'
Po a—ueta—L ett essi éme dénominateur. Cela d :
ur comparer &y, = k = 2k + 3+ Mettons ces expressions au méme dénominateur. Cela donne :
k+1  (k+D(@4k+3 _ 4k?+7k+3 k _ k(4k+7) _  4k?+7k
4k+7 (Ak+7)(4k+3 (4k+7)(4k+3)  4k+3 (Ak+7)(4k+3 (4k+T7)(4k+3)
k+1 k
> lim-——="#% Soré i
On adonc Ak 7> 4K+ 3 pour tout k [ R. De plus, kLr?o ak+3 4 0. Le théoréme de convergence des séries

alternées permet donc de conclure que la série diverge, aucune des deux conditions n’est satisfaite.

e (DK (k+1)

4. En notation sigma, la série s écrit Z KBl On constate que I'on peut effectuer la division de polynémes
k=1
) _1)k+l
puisque k3 + 1 = (k + 1)(k3—k + 1). On aalors Zm
k=1 -
On doi a = 1 et a —; En dével .
n doit comparer @, kD2 —(k+1) +1 k=2 _pep ENC&V oppant, ona:
a = 1 _ 1 _ 1
K (k+D)2—(k+1) +1 k2 +2k +1-k-1+1 k2 +k +1°
Pui k>1 a —;<a—;d tout k O R. De pl Iim;—OL thé
isque y0Na B T o g S & T g donc pour tou -Deplus, lim-5— - =0. Lethéo-
reme de convergence des séries alternées permet donc de conclure que la série converge, car les deux conditions sont
satisfaites.
e

5. En notation sigma, la série s écrit ) N
@ vk

1 1 1
— = =4 lim——=0 A0ré 4ri
Ukl K pour tout k [1 R. De plus, S DE Le théoréme de convergence des series

alternées permet donc de conclure que la série converge, car les deux conditions sont satisfaites.

Ona &, =



10.

11

12.

13.

14.
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—DkHK(k+ 2
En notation sigma, la série s écrit ZM

3k
(k+D(k+3 _kk+2) , _
On doit comparer a,,; = 3 eta = x En développant, on a:
_(k+D)(k+3) _k?+4k+3 _k?+2k N _
i1 = Jo = g a = T Pour les comparer, mettons au méme dénominateur. Celadonne :
kK+1)(k+3) _k?+4k +3 k?+2k _ 3k?+ 6k
k*lz( 3?‘(+l )< 3k KTk T g . Puisque k? + 4k + 3< 3k? + 6k, pour tout k [ R, on a

k2+4k+3 3k2+6k
3k+1 s 3k+1

donc: a = = a,, pour tout k 0 R. De plus, en appliquant la regle de I"Hospital, on a

lim X E2X 22 2 g cavent 1im X220 Le théoreme d d
X - 00 3X Hxﬂoo 3X|n3ng,oo3X(| 3)2 . Par consequen kl_.oo 3k =VU. Le theoreme de convergence des

séries alternées permet donc de conclure que la série converge, car les deux conditions sont satisfaites.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ty Ty T T 4T T =0702.. — = =0,434.
N2 I3 In4 " In5 " In6 _In7 " In8 In9 L'erreur maximaleest 1 o
2 4 8 16 32 64 128 . Rt
1- S+ =+ -2 2 0576, ~
379727 817 243 T 729 " 2187 LerreurmaX|maIeestD 0 0,039.
11 1 1 1 1 1 1 1 1
-S4~ =4 = 4= = =07563.. L = =0,000.
377 B3 T B s 2 e L'erreur maximale est )

1,01 1.1 1 1 1 1 1 1

1
—t———t -t -t 7= * =0,17066... |’ ' — =(,2773.
J3 Va4 V5 J6 V7 VY8 Y9 V1o 11 V12 Lerreurmammaleest\/l—3

1><3 2><4 3><5 4><6 5><7 6x8
3 3?2 33 3¢ P 3

7%x9
=0,448559... L’ erreur maximale est T = (,0288.

1

Laprocédure d’ estimation de lasomme ne s applique pas puisque lasérie est divergente. En effet : Ilm K+l 2 0.

En prenant laval eur absolue destermes, on obtient lasérie-p de Riemann ot p = 2. La série est absolument convergente
donc la série alternée converge.

. ) (_1 k+1 ) . © 1 e
. T In(k+1) <vk+1.
Lasérieest ,(len(k+1) En prenant lavaleur absolue destermes, on obtient lasérie kzzlln(k+1) Or, In(k+1) <~
1 1 e 1 1

Par conséquent. 7 . Lasérie I;m Z (k+1)]/2 Z N est une série-p ol p = 1/2, elle est

<
k+1 Ink+1)

1
donc divergente. Par conséquent, la série Z - In(k+1) n’'est pas absolument convergente. Cependant, elle est conver-

gente comme nous I’ avons vu au huméro l du présent exercice. Elle est donc conditionnellement convergente.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(- )k+1 k-1 © k-1 [|2|:|
Lasérieest ZT .En prenant lavaleur absolue destermes, on obtient lasérie Z 3 Z DBD .C'estune
série géométrique de raison 2/3. Puisque laraison est comprise entre O et 1, la série converge. Par conséquent, la série
( 1 k+12k -1
Z ~ga  estabsolument convergente.
k=1

(D *(k+2)

hd 1
. En prenant lavaleur absolue des termes, on obtient lasérie Z % . C’est un quotient
k3 +1 Gk +l

Lasérieest z

(D *(k+1)

depolyndmeset ladifférencedesdegrésestq—p=2>1. Lasérie Z est donc absolument convergente.

k3+1
. 00 ( 1) k+1
Lasérieest z ~~_ En prenant lavaleur absolue des termes, on obtient la série Z Z 2 . Cest une série-
& K k]/
p, ou p = 1/2. Elle est donc divergente. Cependant, nous avons montré au numero 5 du present exercice que lasérie
o (1 \k+1
alternée est convergente. La série z ( «1/)E est donc conditionnellement convergente.
k=1
—)kHk(k + 2 © k(K + 2
Lasérieest Z % En prenant lavaleur absolue destermes, on obtient lasérie z ( ) . Enappliquant
k=1 =1

le test de d’ Alembert pour les séries atermes positifs, on obtient :

_ i HkDk+3) 3« . Ok+)k+30
Q_kILm@ I 2)@: MO sk+2) O

K2 L Q+VRA+3K 0 (L+1/K) L+ 3/K)
S OMmEe T a2k kﬁoﬁ 31+ 2/k) ﬁ

Puisque Q < 1, lasérie est absolument convergente.

Vérifionsd abord si |asérie est absolument convergente. Lasérie Z 4k 4 Z .Or, lasérie Z K est lasérie harmo-

nique et elle diverge.
Vérifions maintenant si la série alternée converge. En comparant les termes, on obtient que :

1 1
a ., = <—=a et lim—
K 4k+4 4k KT ke 4k
Puisque la série alternée converge et que la série formée de la valeur absolue des termes diverge, la série est

conditionnellement convergente.

=0. Les deux conditions étant satisfaites, |a série alternée converge.

Veérifions d abord si |a série est absolument convergente La série des valeurs absolues est Z PZER C’est une série-p
k=i
avec p = 4/3 > 1, Elle est donc convergente. Puisque la série formée de lavaleur absolue des termes est convergente, la

série alternée I’ est également.

21. En développant quel ques termes, on obtient :

coskn COSTL COS2TT COS3T COS4Tt  COS5TT  CcOS6Tt 1
z = + + + + + + =
2 3 4 5 6 4
C eﬂ Ie prodwt de-1 et delasérie harmonique alternée. Celle-ci converge, maisellen’ est pas absolument convergente.
La série est donc conditionnellement convergente.

+

om—\
ol

1
-~ +
1

N
w\H



22.

23.

24.

25.

26.
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Veérifions d’'abord si la série est absolument convergente en appliquant le test de d’ Alembert. Celadonne :
2k+1 k'

= Iim‘ Bt lim | = lim
Q Koo @y e e+ 2 T KTk + 1

Puisque Q < 1, lasérie est absolument convergente. Elle est donc convergente.

=0,

En appliquant le test de d’ Alembert, on obtient :

: ok+l k2 2k?
Q=I|m‘ I‘J'l‘—ll | 5% | = lim|——— | =
Koo 8y | e (kD2 2K T e (k1)
Puisque Q > 1, la série absolue est divergente.

02k0 02k In20 2% (In2)20
Appliquons le test des séries alternées. Puisque I|m "HeHg k“m WEH | OOB*E— ®, |a série alternée
diverge.

2 2k 2
En considérant la série formée de lavaleur absolue des termes, on a Z 5K z Esg C’est une serie géométrique de

raison 2/5. Elle converge et la série aternée est absolument convergente.

En développant quelques termes, on obtient :

o COSTT _ COS1m COS2Tt = CoS3M cos4n cos 5t 1 1 -1 1 -1 e (=Dk
+ + + +.=—+-F+——+—+— +.. =
I(12k+1 3 5 7 9 11 3 5 7 9 11 o 2k+1
< 1
En considérant la série formée de |a valeur absolue des termes, on a Z 2k +
Q= I|m Bk Iim‘ L 2+l Im‘2k+1‘-1
En appliquant un test de d’ Alembert, on obtient : e a e oK+ 3 1 |- kﬁm‘2k+3‘

E’wsque Q =1, on ne peut rien conclure.
Etudions la convergence de cette série par une comparaison avec la série harmonique al’ aide de lalimite du rapport.
‘ 1
2k+1
1
k

N

=lim -1
kaw‘2k+ 1”2

— 0

Celadonne: L = k|Im

21 > 1
PuisqueL =1/2>0¢et quelasérie ZE diverge, Iasériezm diverge également. La série n’ est donc pas absolu-
k=1 k=1

ment convergente.

i< ! =a, et Ilm\a = I|m 1
2k+3 2k+1 K K ko w2k +1
alternées éant satisfaites, la série converge. Elle est donc conditionnellement convergente.

Cependant, &, ,, = =0. Les deux conditions de convergence des séries

1
En considérant la série formée de la valeur absolue des termes, ona ) K .
G kk+2)

C’est un quotient de polyndmes. Le degré du numérateur est O et celui du dénominateur est 2. La différence est donc
g—p =2 et lasérieformée de la valeur absolue des termes est convergente.

[ _1 k+1
Par conséquent, lasérie Z K est absolument convergente.

S kk+2)
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27.

28.

29.

30.

© k2
En considérant la série formée de la valeur absolue des termes, ona ) PERRE
k=1

C’est un quotient de polyndmes. Le degré du numérateur est 2 et celui du dénominateur est 3. La différence est donc
g-p=1let la série formée de la valeur absolue des termes est divergente.
Etudions la série alternée. Par comparaison des termes, on a:
a —7““1)2 eta = K*
KT (k+D3+1 0 K k3+1
- (k+1)? < k2
B = & k+D3+1  Kk3+1
o (k+D2(k3+D) <k[(k+1)° +1]
o (K2+ 2k +1)(k3 +1) <k2[k3 +3k2 +3k +1 +I]
o k5 +2k* +k3 +k2 +2k +1 < k5 + 3k* +3k3 +2k?
o 2k+1 <k*+2k3 +k?
Cette derniere égalité est vraie pour tout k 0 N. Par conséquent, ona a,,, <a, pour tout k I N.

2

Deplus, Ilmak- I|m k3l‘<+ =0.

Les deux condltlons de convergence des séries alternées étant satisfaites, la série converge. Elle est donc
conditionnellement convergente.

En développant quelques termes, on obtient :
okno_ . ong, o 02nn, o 08ng, o DA . O8I
ZS'“DZ 0= SmDZD+SmD2 gt sng, ot Sng, ot s, ot
=1+0-1-0+1+0-1-0 +...
=1-1+1-1+1—...
La série alternée diverge par oscillation.

snk _sinl sin2 sm3 sm4

- 13 + 23 33 43
La série va comporter des termes positifs et des termes négatifs, mais ceux-ci ne seront pas en stricte alternance.
Si on considére la série formée des valeurs absolues, on a:

En développant quelques termes, on obtient : Z

l \smk\ \anJ \sin2\ Isin3 Isin4l
= + + +
z 23 33 43

nk\ 1

Isi 1
Puisque |sin k| < 1 pour tout k O N. On a donc < 3 Or, Z K? est une série-p ou p = 3. Elle est donc

k3

ad \

— 3 est donc absolument convergente.

En considérant la série formée de laval eur absolue des termes. on obtient Z C’ est un quotient de polynémes

s k(k+1)°
dont le degré du numérateur est 1 et celui du dénominateur est 2. La dlfference desdegrésest q—p =1. Puisquela
e e e (k+2) (D (k+2)
différence n'est pas supérieure a 1, la série kZl K(k +1) diverge et la série Z W n'est pas absolument
convergente.
Etudions la série alternée. Par comparaison des termes, on a:
k+3 k+2



31

32.

33.

34.

35.

_ k+3 < k+2
k+D(k+2) kk+D

k(k+D(k+3) < (k +1(k +2)2

k(k+3) <(k +2)?

= kZ+3k<k?+4k+4

- 0<k+4

Ay <A

]

]
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Cette derniere égalité est vraie pour tout k O N. Par conséquent, ona a,,, <a, pour tout k [ N.

(k+2) _
wk(k+1)

Denplus, I|m

Les deux conditions de convergence des séries alternées étant satisfaites, la série converge. Elle est donc

conditionnellement convergente.

En considérant |a série formée de la valeur absolue des termes, on a

. 1 .
Appliquons le test de laracine k€ a cette série. Cela donne:: R=k||mk Dlnkg = lim

Puisque R < 1, la série converge. On a donc convergence absolue.

En considérant |a série formée de la valeur absolue des termes, on a

Appliquons e test de laracine k& a cette série. Celadonne: R = I|m

Puisque R < 1, la série converge. On a donc convergence absolue.

On cherche lavaleur de n pour laquelle [E,| =|S—-S,|=a,,; =

En résolvant I'inéquation

1
(n+1)?

o Kk
3 olg
S, UinkD

1
koo INk

Dk+ZD
ZD3k—2|j

kJDk +2 d<
w | 03— 20

= lim
M3k —2

<0,01.

[l faut donc prendre n = 10 pour que I’ erreur maximale commise soit inférieure 4 0,01.

1
On cherche lavaleur de n pour laquelle |E,|=|S—S,/=a,,;, = (n+1)] <0,0001,
Pour |e déterminer, écrivons les premiers termes de la série. Ce sont :
S 1 11 11 11 1,
kzlk!]_23I45!6'7'8!
1 1 1 1 1 1 1
=l- -+ +
2 6 24 120 720 5040 40320
ié ——0000198
Lavaleur absolue du septieme terme est 5040 et celledu huitiemeest ——— 40320
Par conséquent, il suffit de prendre 8 termes pour que |E, | < 0,0001.
1
On cherche lavaleur de n pour laquelle |E,| =|S=S,|=a,,, = <0,0001,

(

17 (et

Pour |e déterminer, écrivons les premiers termes de la série. Ce sont :

=0.

ok+2pg_1

2073

1 1
———-<0,01 ient (N+1)2>—"— =100, D’ ol
(n+1)? , on obtient (N +1) 0,01 .D'oun+1>10etn>9

=0,0000248L1....
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c(p_1 1.1 1.1 1.1

& K< TR 22 3B 44 55 g6 77

1.1 1 1 1 1
-4 - + -
427 256 3125 46656 823543

1 1
inquié —— =0, 2 ——— =0, 2143....
Lavaleur absolue du cinquiéme terme est 3125 0,00032 et celle du sixiéme est 46656 0,000092143

Par conséquent, il suffit de prendre 6 termes pour que |E, | < 0,0001.

1
36. On cherchelavaleur den pour laquelle |E, | =[S—S,|=a,,, =gt <0,0001.

1

1
5 ‘inéquation —— <0,0001 i 3n+l> =10000. p'op =
En résolvant I'inéquation g+t , On obtient 0,0001 . Dot (n + 1) In 3 =1In 10000 et

In10000

In3
[l faut donc prendre n = 8 pour que I’ erreur maximale commise soit inférieure a 0,0001.

+1> =8,383... qui donne n >7,383...

CULTURE SCIENTIFIQUE

1. D’Alembert arédigélediscours préliminaire et la plupart des articles mathématiques et plusieurs articles scientifiques
de |’ Encyclopédie.

2. 1l concevait la dérivée d'une fonction comme la limite du quotient de la variation de la variable dépendante sur la
variation de la variable indépendante. Cette facon de concevoir la dérivée d’une fonction en fait le précurseur de
Cauchy (Augustin Louis, 1789-1858).

3. 1l arédigé des ouvrages sur la dynamique, I’ équilibre et le mouvement des fluides, la théorie générale des vents et
plusieurs articles en mathématiques et en philosophie.



