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INTRODUCTION

Lecalcul d'aireset de volumes, qui est une application
importante du calcul intégral, a eu trés tét un intérét
pratique dans les sociétés agraires. Le calcul de la
superficie d'un terrain pour partager un héritage ou le
calcul du volume d’'un contenant de denrées en vrac
comme le blé ou le vin revétent un intéré commercial
indiscutable.

Les pythagoriciens se sont intéressés aux longueurs,
aux aireset aux volumes pour desraisonshbien différen-
tes. Un des credos de la société pythagoricienne était
gue I’Univers est entiérement régi par les nombres
entiers. Les membres de cette société étaient convain-
Cus qu’en découvrant les lois numériques qui gouver-
nent le monde, ils pourraient prétendre au divin et a
I"immortalité. Pour découvrir ces secrets, ils ont déter-
miné des rapports portant sur leslongueurs, les aires et
les volumes de figures géomeétriques semblables. Ces
rapports qui n’ étaient pas considérés comme des nom-
bres, seulsles entiers étaient des nombres, explicitaient
une réalité de I'Univers qui n'est pas immédiatement
apparente. Uneréalité qui est du mondedel’ | dée plutdt
gue du monde des sens.

Danscet article, nousallonsvoir quel ques problémes et
guelques méthodes de résolution qui, de la comparai-
son d'aires, des pythagoriciens vont nous mener au
calcul par Archimede, en passant par les premiéres
tentatives de quadrature et par laméthode d’ exhaustion
dével oppée par Eudoxe et brillamment utilisée par Ar-
chimede.

COMPARAISON D’AIRES

Lacomparaison d’ airesvisait initialement adéterminer
le rapport entre les lignes homologues et les aires dans
des figures semblables (de méme pour les volumes de
solides). Le probléme inverse consiste a construire une
figure, semblable & une figure donnée, de telle sorte
gue le rapport de leurs aires soit dans un rapport donné.
Par exemple, construire un carré dont |’ aire est le dou-
ble de celui d'un carré donné. On débouche tout natu-
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rellement sur la quadrature d’une figure quelconque,
C'est-&-dire la construction d'un carré dont I'aire est
égaleacedled unefiguredonnée. Larégle non graduée
et le compas étant, selon les conditions imposées par
Platon, les seulsinstruments dont on peut se servir pour
construire une telle figure.

RAPPORTS DE FIGURES SEMBLABLES

Rappelons la définition de figures semblables qui sert
defondement alacomparaison d airesdetellesfigures.

Définition
Figures semblables

Desfiguresrectilignes semblables sont celles qui ont
les angles égaux prisun a un et dont les cotés autour
des angles égaux sont proportionnels.

En utilisant cette définition, on peut facilement montrer
que:

Théoréme 1
Lignes homologues de figures semblables

Les lignes homologues de deux figures semblables
sont dans le méme rapport.

Les rapports des cotés sont B
€gaux puisque les triangles A
ABCetDEFsontsemblables. A C
On adonc : H
AB_AC BC
DE DF FEF D F

K
De plus, en abaissant |es hau-

teurs BH et EK, on forme des triangles semblables

BHC et EKF, d’'ou I'on tire :
W:_b

EF k

On peut alors comparer les aires et obtenir le résultat
suivant :

Théoréeme 2
Aires de figures semblables

Les aires de deux figures semblables sont dans le
rapport des carrés des lignes homologues.

En effet,

Pagc _(ACxBH)2_AC BH_AC’ _h’
A (DFxEK)2 DF EK DF? K
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A h?
\WBC
On adonc: =2
Aper k

On peut faire de méme pour toutes lesfiguresrectilignes
semblables. Ainsi, lerapport desaires d’ hexagonesrégu-
liers est égal au carré des diametres des cercles circons-
crits, soit :
A a
B b’

Les propriétés décrites sous
forme de rapportsont donc une
portéetrés générale et rendent
visibles a I'intellect des rela
tions qui échappent aux sens.
Bien sOr, une telle connais-
sance affine la perception et \_/
rend sensible une réalité qui

autrement nous échappe.

Jusgu’ ol peut-on généraliser? Peut-on dire que le rap-
port des aires de deux cercles est égal au rapport du carré
de leur diamétre respectif? A quoi peut-on comparer
I"aire d'un cercle? Laissons cette question en suspens
pour le moment.

CONSTRUCTION DE FIGURES DANS UN RAPPORT

Le deuxiéme aspect est celui de la construction d’ une
figure, semblable a une figure donnée, mais dont I’ aire
est ledouble de celui delafigure donnée. Dansle Ménon
de Platon (428-348 av.J.-C.), on trouve un probleme de
cette nature. 1l s énonce de la fagon suivante :

Construire un carré dont |’ aire est le double de celle
d’ un carré donné.

Dans son dialogue, Platon met en scéne Socrate et un
esclave et, pour faciliter la réflexion, il considére un
carré de deux unités de coté. Socrate encouragel’ esclave
aproposer des solutions et ales critiquer.

Pour faciliter laréflexion, le carré
est subdivisé en quatre carrés. Le
carré a construire doit donc com-
prendre huit de ces subdivisions.

La premiére solution envisagée
par I’ esclave est celle de repro-
duirelecarrésur sescotés. Cela
donne lafigure ci-contre. Il est
assez simple de constater quele
nombre de subdivisions est su-
périeur a huit.

Par ses questions, Socrate
amene |’ esclave a rejeter cette
premiéresolution et I’ encourage
aen chercher une autre. Il pro-
posealorsdeconstruireun carré
dont le cbté est une fois et de-
mie celle du carré donné. Cela
donne la troisieme illustration
ci-contre.

Encore une fais, les questions
de Socrate aménent le rejet de
cette solution. Latroisiéme so-
lution proposée qui donne la
derniéreillustration ci-contre se
révéle étre la bonne.

Le but de Platon dans ce dialogue est de nous con-
vaincre de sa théorie de la Réminiscence. Pour lui,
I’Ame a contemplé le monde des Idées entre deux
réincarnations et c'est ce souvenir du monde des
Idées que I’ esclave retrouve en découvrant la solu-
tion. Acquérir la connai ssance consiste aretrouver le
souvenir desldées. L’ exemplechoisi par Platonillus-
tre I'intérét qu’il portait a la construction de figures
dont on peut comparer les aires par des rapports.

QUADRATURE D’UNE FIGURE

Le troisiéme aspect est celui de la construction, ala
régle et au compas, d’' un carrédont |’ aire est laméme
gue celled’ unefigure géométrique donnée. Par exem-
ple, pour construire un carré dont I'aire est égale a
celle d’'un rectangle donné, on procéde de la fagon
suivante :

Considérons un rectangle de cotés a et b.




A |’aide du compas, reportons les longueurs des deux
segments bout & bout sur une méme droite.

Tragons|edemi-cercle dont le diamétre est delongueur
a+ b et élevonslaperpendiculaire au point de jonction
des segments de longueurs a et b.

i %
P L]

Pr
[
i 0 h
[

En joignant le point d'intersection du demi-cercle et de
la perpendiculaire, on forme un triangle rectangle dont
le diamétre, a + b, est I hypoténuse.

Puisgue tout triangle inscrit dans un demi-cercle est
rectangle et que, dans un triangle rectangle la hauteur
est moyenne proportionnelle entre les deux segments
gu’ elle détermine sur I" hypoténuse, on aalors :

a_c
c b
d’ou I’on obtient : c?=ab

C'et donc dire que c est la longueur du cété du carré
dont I’ aire est égale a celle du rectangle de cotésa et b.

Pr
[
i 0 h
T

Peut-on réaliser la quadrature de toute figure géométri-
que?
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DU CERCLE AUX LUNULES

Un probléme est resté célébre, celui delaquadraturedu
cercle, soit la construction alaregle et au compas d’' un
carré dont I'aire est la méme que celle d’'un cercle
donné. En cherchant la solution a ce probléme, Hippo-
crate de Chio (vers ~450) a obtenu d’ autres résultats,
soit laquadrature deslunules. Unelunuleest unefigure
délimitée par des arcs de cercle.

Pour déterminer |’ aire de ces
figures, Hippocrate se sert
d’ une généralisation du théo-
reme de Pythagore. Ce théo-
reme, on s en souvient établit
gue: I'aire du carré construit
sur |I"hypoténuse d'un trian-
gle rectangle est égale a la
somme des aires des carrés
congtruitssur lescotésdel’ an-
gle drait.

Cependant, le théoréme 2 établit que : lesaires de deux
figures semblables sont dans le rapport des carrés des
lignes homologues. Cela signifie que I'on peut inter-
préter le théoreme en utilisant des aires de diverses
formes. On obtient alors, par exemple :

L’aire du triangle équilatéral
construit sur | hypoténuse d’'un
triangle rectangle est égale a la
somme des aires des triangles
équilatéraux construits sur les
cOtés de I'angle droit.

Ou encore :

L’ airedu demi-cercle construit sur
I”hypoténuse d’ un trianglerectan-
gleest égale ala somme des aires
desdemi-cerclesconstruitssur les
cbtés de I'angle droit.

LUNULES DU CARRE

Nous alons voir comment Hippocrate apu, al’ aide de
cette derniére formulation, déterminer |’ aire des lunu-
les construites sur les cotés d' un carré.
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Considérons un carré ABCD
de coté c et de diagonale d. A B

Déterminons le point milieu
dechacun descotéset en pre-
nant et tragons un demi-cer-

(@]
(@]

c
n 2 D

cle ayant le c6té comme c

diamétre.

Puis, inscrivons le carré dans A/C\ B

un cercle. On a dors latroi-
sieme figure ci-contre ayant
unelunule sur chacun des c6-
tés du carré.

o
(@]

@)

On obtient I’ aire de ces qua-
tre lunules en soustrayant de
I’ aire desquatre demi-cercles
de diamétre ¢ (ou des deux
cercles de diamétre c) la dif-
férence entre |’ aire des deux
demi-cerclesdediametred et
celle du carré.

>
W

@)

() &

@

Nous modernes, he sommes pas habitués a raisonner
sans le support d' un symbolisme adéquat. Ecrivons
donc :

A = 4An — (2An—Ag)
= 4Ac - 2Aat+ Aq
=Ag , car 4Ac =2Am

Cela établit |e théoréme suivant :

Théoreme 3
Lunules du carré

La somme des aires des quatre lunules construites
sur leschtésd'un carréest égaleal’aire du carré.

On peut obtenir différents corollaires de ce théoréme.
Il suffit d’interpréter lesfigures pour voir comment on
peut les déduire. Ainsi, on obtient :

Théoréme 4

Lunules du triangle isocele rectangle
L’aire de la lunule cons-
truite sur | hypoténused un A B
triangle isocéle rectangle .- k.
estégaleal’airedecetrian- !
gle. | c |

Théoréeme 5

Lunule de la diagonale du carré

L"aire dela lunule construite sur

la diagonale d’'un carré est égale
alamoitié del’aire du carré (ou
au quart de’aire du carré cons-

truit sur la diagonale).

LUNULES D’UN TRIANGLE RECTANGLE

Etablissons maintenant la relation entre la somme des
airesdeslunules construites sur lescotés del’ angle droit
d’un triangle rectangle et ces cotés.

Considéronsuntrianglerec-
tangle dont les cotés sont de
longueurs a, b et c. Par le
théoréme de Pythagore, et
en écriture moderne, on a:
a+b?=c?

Tragons un demi-cercle en
prenant |'hypoténuse ¢
comme diametre.

Puis tracons deux autres
demi-cercles en prenant les
cotés a et b de I’angle droit
comme diametres.

On forme ains les deux lu-
nules ombrées de la figure
ci-contre.

On constate que I’ aire des lunules est obtenue en sous-
trayant de la somme des aires des demi-cercles cons-
truits sur les cétés de |’ angle droit ladifférence del’aire
du demi-cercle construit sur I’ hypoténuse et de celle du
triangle. Symboliquement, on a:

ZAA=Aa+ An—(An—An)
= Aa+ Ann— At Ax
=Aa, car Aan+ A= Axn



Théoréme 6

Lunules du triangle rectangle

La somme des aires des

lunules construites sur les

cotés del’angle droit d’ un B
trianglerectangleest égale -
al’airedu triangle.

En reproduisant la figure ci-dessus et en faisant une
copie avec une rotation de 180°. On obtient alors la
figure suivante du théoréme suivant? :

Théoréme 7
Lunules du rectangle
La somme des aires des
[unules construites sur les
cotés d’'un rectangle est
égaleal’airedurectangle.

On remarque la beauté de ces résultats qui sont les
premiers établissant une relation entre une figure déli-
mitée par des courbes et un figure rectiligne. Hippo-
crate est le premier a avoir déterminé de tels résultats
qui manifestent une bonne connaissance de la géomé-
trie. On peut éendre I’ étude des lunules en détermi-
nant, par exemple, larelation entrel’ aire d’ un hexagone
et la somme des aires des lunules construites sur ces
cOtés et déduire en corollaire une relation entre |’aire
d'un triangle équilatéra et la lunule construite sur un

7N
Y

N

D’ autres développements sur le calcul d aires seront
obtenus en explorant une autre piste pour obtenir la
guadrature du cercle. Cette piste est ce quel’ on appelle
aujourd hui la méthode d’ exhaustion.
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METHODE D’EXHAUSTION

C’est Antiphon le sophiste (~480 a ~411), contempo-
rain de Socrate (~470 a ~399), qui a énonceé I'idée qui
congtitue le fondement de la méthode d’ exhaustion.
Cherchant une nouvelle approche pour trouver |'aire
d'un cercle, il aénoncé le postulat suivant :

Postulat d’Antiphon

En doublant e nombre de cbtés d’ un polygone régu-
lier inscrit dans un cercle et en répétant successive-
ment |’ opération, on peut rendre nulle la différence
entre I’aire du cercle et I’aire du polygone.

OO

Avant d'adler plus loin, il faut rappeler que le mot
«postulat » signifie une « demande ». Avant de
présenter I’ argumentation, on demande si |’ interlocu-
teur accepte sans démonstration un principe qui sera
utilisé comme argument.

Définition

Postulat

Un postulat est un principe d’ un systéme déductif
gui ne peut étre utilisé sans!’ accord del’ interl ocu-
teur.

L’ enjeu est detaille. Si I'interlocuteur accepte le postu-
lat, il doit accepter les conclusions des théoremes et
démonstrations auxquelsil sert dejustification. Si I'in-
terlocuteur n’ accepte pasle postulat, il rejette toutesles
conclusions qui en découlent.

Est-il envisageable de ne pas accepter ce postulat? A
I’ époquee, il fut critiqué par lestenants de lathese selon
laquelleles grandeurs sont infiniment divisibles. lisen
concluaient que le procédé d' Antiphon ne pourrait ja-
mais donner I’ aire du cercle. Car, en acceptant ce prin-
cipe, il est toujours possible de diviser la différence
entre I'aire d'un cercle et |I'aire d' un polygone inscrit
quel que soit son nombre de cotés. |l est donc impossi-
ble que I’ aire du polygone puisse étre égale au cercle.
Cette critique est similaire a celle du paradoxe de la
fleche de Zénon. Puisqu’une longueur est infiniment
divisible, lafléched’ Achille ne peut jamaisatteindre la
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cible car il reste toujours une demi-longueur a parcou-
rir. De la méme fagon, puisqu’ une aire est infiniment
divisible, I’ aire du polygone ne peut jamais égaler celle
du cercle, il y atoujours une différence non nulle.

Le postulat d’ Antiphon reconnait implicitement I exis-
tence d’une valeur limite, ce qui revient a reconnaitre
un infini actuel aors qu'il s'agit d’un infini potentiel,
d’un processus qui n'ajamais de fin.

Pour contourner les critiques et énoncer un principe
utilisable dans un argument déductif, il fallait formuler
I'idée autrement. C’ est Eudoxe de Cnide (~406 a~355)
gui va reprendre cette idée et la développer. Eudoxe
semble s étre spécialisé dans la reformulation de con-
cepts pour éviter les paradoxes. La découverte des
irrationnels par les pythagoriciens avait sapé lesfonde-
ments de leur théorie des proportions. Pour préserver
les résultats obtenus par les pythagoriciens, en particu-
lier sur les figures semblables, Eudoxe a donné a la
théorie des proportions de nouveaux fondements qui
sont repris par Euclide dans le livre V des Eléments.
Eudoxe reformule le postulat d’ Antiphon de la fagon
suivante :

Postulat d’Eudoxe

S on soustrait d’'une grandeur donnée une partie
supérieure ou égale a sa maitié, et que du reste, on
soustrait une partie supérieure ou égale a sa moitié
et ains de suite, a la longue, la grandeur restante
peut étre rendue plus petite que n'importe quelle
grandeur prédéfinie de méme nature.

Ce postulat est trés intéressant, il reconnait la divisibi-
lité infinie des grandeurs et I’ exploite. La divisibilité
infinie étant possible, on peut rendre une grandeur
donnée aussi petite que I'on voudra en lui soustrayant
itérativement une partie supérieure ou égale alamoitié
de la partie restante.

En utilisant |a notation moderne, on peut illustrer nu-
meériquement ce postulat en considérant une grandeur a
dont on soustrait lesdeux tiersdelavaleur. Onaalors :

Za_ 3a 2a_a
3 3 3 3
En soustrayant du reste les deux tiers de sa valeur, on
obtient :

333 9

a2Xa3a2j1§
9 9

En soustrayant a nouveau les deux tiers du reste, on
obtient :

a_2xa_3a_2a_ a

9 39 27 27 27
Le postulat affirme qu’ en poursuivant le processus, on
peut rendre le reste plus petit que toute grandeur
prédéfinie. Par exemple, on peut le rendre plus petit
que a/1000. Il suffit deremarquer queleresteestax (1/
3)", ou n est le nombre d'itérations. On doit donc
déterminer n tel que :

{3 “m
. < -
3/ 1000

(&) i
— < [
3/ 1000

et: 3" >1000

dou:

On trouve alors qu'il suffit de 7 itérations pour que le
reste soit rendu plus petit que a/1000. Le postulat
affirme que quelle que soit lagrandeur prédéfinie, il est
toujours possible de rendre le reste plus petit que cette
grandeur en effectuant ces soustractions successives.

Considérons a nouveau le cercle et le carré inscrit.
L’aire du carré inscrit est supérieure a la moitié de
I"aire du cercle. Ladifférence de cesaires donnel’aire
A, de la partie ombrée de la figure ci-contre.

En doublant le nombre de cotés,
on obtient un octogone inscrit. On
constate que sur chague c6té du
carré, on a construit un triangle
dont I aire est supérieure alamoi-
tiédel’aire comprise entre le coté
du carré et I’ arc de cercle ayant ce
coté comme corde. La somme des
aires des quatre triangles est supé-
rieure alamoitié de A;. Si on sous-
trait cette somme de A,, on obtient
A, I'aire entre le cercle et I’ octo-
gone inscrit.

A ™=

En poursuivant le processus, on peut rendre la diffé-
rence entre I’aire du cercle et celle du polygone aussi
petite que I’on voudra. Cette illustration a partir d'un
carré dont on double le cbté n'a pas un caractéere tres
général. Dans son postulat, Antiphon doublait le nom-
bre de cbtés d' un polygone régulier, pas seulement
d’'un carré. Cependant, a I’aide du postulat d’ Eudoxe
on peut démontrer le résultat suivant :



Théoréme 8
Aire du cercle et du polygone régulier inscrit

La différence entre I’aire d’'un cercle et I’aire d’un
polygone régulier inscrit peut étre rendue aussi pe-
tite que toute aire prédéfinie.

Voici I'idée de la preuve. Soit un cercle, AB un coté
d'un polygone régulier inscrit et A la différence entre
I’aire du cercle et I'aire du polygone.

Sur AB comme c6té, construisons le rectangle ABCD
tel quele coté CD soit tangent au cercle et déterminons
le point M milieu de CD. L’aire du triangle AMB est
alors la moitié de I’aire du rectangle ABCD. Elle est
donc supérieure alamoitié de I’ aire du segment circu-
laire AMB. En soustrayant de A le produit del’aire du
triangle par le nombre de c6tés du polygone régulier,
on obtient ladifférenceentrel’ airedu cercleet I’ airedu
polygone obtenu en doublant le nombre de cbtés. En
poursuivant le processus, on peut rendre la différence
entre ces aires plus petite que toute grandeur d’aire
prédéfinie. Voyons maintenant comment le postulat
d Eudoxe est utilisé dans une démonstration.

Théoréeme 9
Aire du cercle et diameétre

Le rapport des aires de deux cercles est égal au
rapport du carré de leurs diamétres.

Voici I'idée delapreuve?. Soit deux cercles de diameé-
tresa et b et dont les aires sont A et B respectivement.

Supposons quelerapport desairesest plusgrand quele
rapport des carrés des diamétres, soit :

A&

B b?
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Danslepremier cercle, inscrivonsun polygonerégulier
dont I’aire différe si peu de Aquel’on a:

2 1

A>ﬂ>i i B
B"B b’ \ ;ﬁ hh {zﬂ

Celaest possible en vertu du théoréme précédent. Con-
sidérons de plus le polygone régulier semblable inscrit
dans le deuxieme cercle et notons P, son aire. Alors,
puisque les polygones sont semblables, on a:

2

R_a
P, b?

A P _a® R

On adonc: E>E>?:Ez
et: E>E;

Puisque |es numérateurs sont égaux, on obtient P, > B,
cequi est une contradiction puisquel’ aire du polygone
régulier ne peut excéder I’ aire du cercle circonscrit. Par
conséquent, le rapport des aires ne peut étre plus grand
gue le rapport des carrés des diamétres.

Supposons donc que le rapport des aires est plus petit
que le rapport des carrés des diamétres, soit :

A a®

B b
Dans le second cercle, inscrivons un polygone régulier
dont I’aire differe si peu de B quel’on a:

Celaest possible en vertu du théoréme précédent. Con-
sidérons de plus |e polygone régulier semblable inscrit
dansle premier cercledont Iaireest P,. Alors, puisque
les polygones sont semblables, on a:

R_a°
P, b?

A<A<aﬁ_ﬂ

Celadonne: B PR, b2 P,
A R
et: 5 <5
P, PR
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Puisque les dénominateurs sont égaux, on obtient
P, > A, ce qui est une contradiction puisque I"aire du
polygone régulier ne peut excéder I'aire du cercle cir-
conscrit. Par conséguent, le rapport des aires ne peut
étreni plus grand ni plus petit que le rapport des carrés
des diametres. Cette double réduction al’ absurde per-
met alors de conclure que le rapport des aires de
deux cercles est égal au rapport du carré de leurs dia-
meétres.

ARCHIMEDE ET LA METHODE D’EXHAUSTION

Leflambeau est repris par Archimede (~287 a~212). 11
utilise laméthode d’ exhaustion pour montrer quel’ aire
d'un cercle est égale a I’aire du triangle dont la lon-
gueur delabase est égale alacirconférence du cercleet
dont la hauteur est le rayon du cercle.

Théoréme 10

Aire du cercle

L’aire d'un cercle est égale a I'aire d'un triangle
dont la hauteur est égaleau rayon et labase est égale
a la circonférence.

Soit un cercle derayon r. Construisons un triangle dont
la hauteur est le rayon du cercle et la base est la
longueur C de la circonférence. Représentons par A
I"aire du cercle et par SI'aire du triangle.

C

Pour démontrer le résultat par exhaustion, il faut faire
deux démonstrations par I’ absurde de facon a pouvoir
conclure quel’ aire du cercle ne peut étre ni plusgrande
ni plus petite que I’aire du triangle.

Supposons que I'aire du cercle est plus grande que
I"aire du triangle, ¢’ est-a-dire, supposons que :
A>S

Il existe dorsun nombree >0tel que A= S+ ¢, d ou
A —S=¢. On peut construire un polygone inscrit dans
le cercle de telle sorte que la différence entre I’aire A
du cercle et I'aire P du polygone soit plus petite que €.
On a aors la condition suivante :

A>P>S

Il suffit, au besoin, de doubler le nombre de cotés pour
trouver le polygone qui satisfait a cette condition (voir
Eudoxe et la méthode d’ exhaustion).

Puisgue le polygone est inscrit dans le cercle, son
périmetre p est plus petit que lacirconférence du cercle
et son apothéme est plus petite que le rayon du cercle.
On adonc:

p<Ceac<r
Par conséquent :
pa<Cr
Or, par construction, I'aire du triangle est donnée par :
5= &
2

et |’ airedu polygone est |e demi-produit de son périme-
tre par son apotheme, soit :

p_Pa
2

D’ou P < S Ce qui vient en contradiction avec le fait

gque A > P > S Cette contradiction est engendrée par

I"hypothese A > S. Il faut en conclure que I hypothese

est fausse et I'aire du cercle ne peut étre plus grande

que celle du triangle. De fagon analogue, on démontre

quel’aire du cercle ne peut étre plus petite que celle du

triangle. Puisque I’ aire du triangle ne peut étre ni plus

grande ni plus petite que celle du cercle, elles sont

égales. C'est-a-dire:

_Cr

2

Ce qui compléte la démonstration.

A

Les théorémes 9 et 10 nous mettent sur une piste
intéressante. En utilisant une écriture moderne, le théo-
reme 9 établit que :

2
AL
A4
ou A est I'aire de la surface du cercle i et d, son
diametre. Mais, puisque d, = 2r;, ou r; est le rayon du
cerclei,ona:

A 3 dj 3 (2r1)2 3 4r12 3 rl2

A, di (2r)? a4 r?
Par conséquent, on obtient :




r2

,
N ol

A_
A
Et, par les propriétés des proportions, on obtient :

AR
2= 2

o

Cette proposition étant vraie pour tous les cercles, cela
signifie que le rapport del’aire d’ un cercle sur le carré
de son rayon donne une constante. On peut donc
écrire:

éz = constante

r
De plus, en jumelant ce résultat et celui du théoreme
10, on déduit que :

é—%—gzgzconﬂmte

r2 2 2r?

CALCUL DU RAPPORT CONSTANT (n)

Archiméde va utiliser le postulat d’ Eudoxe pour tenter
de calculer la valeur de ce rapport. Que doit-il faire?
Considérer un polygoneinscrit et un polygone circons-
crit aun cercle de rayon connu. Calculer les périmétres
de cespolygoneset lesdiviser par lediamétredu cercle
pour obtenir une valeur plus petite et une valeur plus
grande que la constante cherchée. Doubler le nombre
de cbtés de ces polygones, et calculer a nouveau le
rapports des périmétres sur le diamétre pour obtenir des
valeurs plus proches de la constante cherchée. Poursui-
vre le processus pour obtenir plus de précision.

Comme premier polygone, Archimede choisit I’ hexa-
gone dont on peut facilement déterminer le périmetre.
De plus, il doit établir les relations entre les cotés de
deux triangles rectangles ayant méme hypoténuse mais
dont lamesure d’' un angle aigu de|’ un destriangles est
lamoitié de celled un angle aigu del’ autretriangle. I
avait constaté qu’ en doublant le nombre de cotés, on
divise par 2 I’angle au centre interceptant le demi-coté
du polygone, comme I'illustre la figure suivante.

Comparaison d'aires 9

RELATIONS DU DEMI-ANGLE

Il est possible d’ établir une relation entre ces angles
puisquelamesuredel’ angleinscrit est égalealamoitié
de lamesure del’ angle au centre interceptant le méme
arc. On peut donc disposer le triangle du polygone de
départ et celui du polygone obtenu en doublant le
nombre de cbtés comme dans la figure suivante.

Triangle
Triangle de départ

du demi-angle

En utilisant cette représentation, on peut établir une
relation entre les cbtés du triangle du demi-angle et les
cOtésdu triangle de |’ angle complet. Pour ssmplifier ce
qui vasuivre, nous alons utiliser la notation moderne
de laracine carrée®. De plus, dans lafigure ci-dessous,
notonsr, le rayon du cercle, a et b, les cotés de |’ angle
droit du triangle rectangle OBC €, c et d, les cotés de
I"angle droit du triangle rectangle AOD.

Dans un cercle, le rayon perpendiculaire a une corde
divise celle-ci en deux parties égales. Par conséquent,
le point D divise le coté AC en deux parties égales. La
mesure de DC est donc égale ac. De plus, lestriangles
AOD et ABC sont semblables puisgue ce sont des
triangles rectangles ayant un angle aigu commun, soit
I"angle en A dont lamesure est o/2. Les cbtés homolo-
gues de ces triangles sont donc proportionnels et on a:
AC AB CB
AO AD OD

2c r+a_b

r c d
En égalant les deux premiers rapports, on obtient :

2c _r+a
r c

D'ou:
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Par le produit des extrémeset |e produit des moyens, on
obtient :
2c2=r2+ar

_ [rP+ra

V2

En considérant les deux derniers rapports et en isolant
d, on obtient :

dou:

g= ¢
r+a
Cependant, par le théoréme de Pythagore, on a:

a2+b?=r2

dol: b=+r?—a?=./(r-a)(r+a)
En substituant, on aalors:

d=\(r—a)(r+a)\/r(r+a) \/r(r—a) r’—ra
r+a V2

On obtient donc la description des cotés du triangle du
demi-angle en fonction du cété adjacent du triangle de
départ, soit :

2 L
our estlerayon du cercle et a, I’ apotheme du polygone
inscrit®.

VALEUR APPROCHEE PAR EXHAUSTION

En utilisant la relation des cbtés dans le triangle du
demi-angle, on peut donc établir desformules derécur-
rence définissant la longueur des cbtés des triangles
obtenus en doublant successivement le nombre de co-
tés. On aalors:

A = \m et b, = \/ m

2 2
ol a, est " apothéme du polygoneinscritderangnet b,
le demi-cdté de ce polygone. A I aide de ces formules
derécurrence, on peut cal culer unevaleur approchéede
la circonférence d’'un cercle en calculant le périmétre
du polygone. On peut alors, par un simple calcul obte-
nir une valeur approchée de I’ aire du cercle, puisque :

_C P

T 2
Le périmetre du polygone est donné par :
P,=2%b,
ou n est le rang du terme, k, le nombre de cotés du
premier polygone considéré et b, le demi-coté du
polygoneinscrit derang n. Il suffit donc en pratique de
calculer lesb,.

En considérant un cercle de rayon unitaire et un hexa-
gone inscrit comme premier polygone ona:

V3

—etbl—

F

\Aék/

Le périmétre de I’ hexagone inscrit dans le cercle de
rayon unitaire est alors :

:21><6><}:6
2

Puisgue le rayon est unitaire, il suffit de diviser ce
périmétre par 2 pour obtenir une premiére valeur ap-
prochée de la valeur cherchée, soit k; = 3.

En doublant e nombre de cotés, on aaors:

. V3
_7_2\/5\2\/5

b, =
2 2
Le périmétre du polygone a 12 cotés inscrit dans le
cercle de rayon unitaire est alors :

V2-+/3
2

2
Ffz=2 X 6X

=6,211657...

En doublant & nouveau |le nombre de c6tés, on obtient :

\/ 2— \m
b3 = = =
qui donne lavaleur approchee k, = 3,105828...

Le périmétre du polygone a 24 cotés inscrit dans le
cercle de rayon unitaire est alors :

V2-12+/3

P,= 23 % 6x =6,265257...

qui donne la valeur approchée k, = 3,132628...

En poursuivant ainsi, Archiméde obtient une suitecrois-
sante de termes dont la valeur limite est la circonfé-
rence du cercle de rayon unitaire et en divisant les
termes de cette suite par 2, il obtient une suite crois-
sante de termes dont la valeur limite est lavaleur de la
constante :

A
— = constante
r



Lerayon du cercle étant unitaire, lestermes de la suite
donnent également I’ aire des polygones inscrits selon
le nombre de ctés. Ces termes sont consignés dans le
tableau suivant :

Nombre Aire
de cotés du polygone inscrit
6 3
12 61 2—~/3=3,105828...
24 12v2—\2++/3=3132628...
48 247 2\ 242+ /3 =3139350...
9 48\ 2_,\/2+ 2+1/2++/3=31410319...

On constate facilement que laval eur obtenue augmente
a mesure que I’on double le nombre de cotés. En
procédant d'une facon analogue, a partir d’un hexa
gone circonscrit, Archiméde calcule I aire des polygo-
nes circonscrits, obtenant une suite décroissante dont
les termes sont toujours plus grands que le rapport de
I"aire du cercle au carré de son rayon.

Comme résultat de ses compilations, Archimede ob-
tient deux suites de nombres. En considérant les poly-
gones inscrits, il obtient une suite croissante dont les
termes s approchent du rapport de I’aire du cercle au
carré de son rayon a mesure que le nombre de cotés du
polygone augmente. En considérant les polygones cir-
conscrits, il obtient une suite décroissante dont les
termes s approchent du rapport de I’aire du cercle au
carré de son rayon a mesure que le nombre de cotés du
polygone augmente.
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Pour bien saisir I'ampleur du travail réalisé, rappelons
que, dans cette présentation, nous avons utilisé des
notations modernes. La notation desradicaux, d abord,
qui nous permet de détecter une régularité dans les
expressions donnant la circonférence et I’ aire du poly-
gone inscrit. Nous avons également utilisé la notation
décimale et une calculatrice.

Archiméde devait utiliser une méthode pour calculer la
valeur approchée d'un radical par des nombres frac-
tionnaires, le systéme de numération décimal €8 lui était
inconnu. Ainsi, il donne sans explications que :

265 <3< 1351

153 780
Ce qui signifie, en notation décimale, que :

1,732026144... < /3 <1,732051282...
En utilisant une calculatrice moderne, on trouve :

v/3=1,73205080...

Archiméde acalculélesaires A, des polygonesinscrits
de 96 cOtés et les aires B, des polygones circonscrits de
96 cotés. |l obtient, pour ces derniers polygones, que :
A< <B,
223/71 <m < 22/7
Ce qui, en notation décimale, donne :
3,14084507... < 1t < 3,142857143...

Entre les mains habiles d’ Archiméde, la méthode
d’ exhaustion apermisd’ éablir plusieursrésultatsinté-
ressants que |I’on obtient maintenant avec le calcul
intégral. Il autilisé cette méthode de deux fagons: pour
calculer une valeur approchée et pour démontrer des
formules d’ aires (et de volumes). Le calcul de rt est un
exemple du premier type d’ utilisation. La démonstra-
tion par exhaustion est en fait une double réduction a
I’ absurde.

CONCLUSION

La construction de la connaissance est un long chemi-
nement. Tous les étudiants, a la fin du secondaire,
savent que I’aire d'un cercle est donnée par larelation
A = mr?, Cette relation est un des fruits d'un vaste
champ de connaissances qui va de I’ étude des figures
semblables par |es pythagoriciens aux travaux d’ Archi-
meéde, en passant par ceux d Hippocrate, d’ Eudoxe et
d Euclide.
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Cette découverte a produit d autres résultats intéres-
sants. Eratosthéne qui était correspondant et ami d’ Ar-
chimede, a déterminé la circonférence de la Terre en
utilisant les connaissances géomeétriques accumul ées
par ses prédécesseurs. Le calcul approché de m par
Archiméde permettait d’ estimer e rayon de la Terre.
L’'Homme a commencé a prendre conscience de di-
mensions de son Univers.

NOTES

1. Une démonstration moderne s écrirait peut-étre de la
facon suivante :

2 ZA es= @24 + nb?4 — (1?4 — ab)
= na?/4 + n?l4 — nc?l4 + ab
n(a® + b? — c?)/4 + ab, par distributivité;
n(0) + ab, car a2 + b? = ¢2 par Pythagore;
=ab.
Cependant, a I’ époque d’ Hippocrate, on ne connaissait
pas encore la relation entre |’aire d'un cercle et son

rayon. Le présent article relate comment on est parvenu
ace résultat.

2. Ce théoréme fait I’ objet de la proposition 2 du livre X11
des Eléments d’ Euclide.

3. William Oughtred (1574-1660) fut |e premier adésigner
cette constante par la lettre grecque ©t (pi). Leonhard
Euler (1707-1783), en utilisant cette désignation a partir
de 1748, contribua a en généraliser I’ usage.

4. Le symbole moderne pour les radicaux fut introduit en
1637 par René Descartes (1596-1650) et repris par
Oughtred en 1647 pour s imposer par la suite. Un sym-
bole analogue mais sans barre supérieure avait été utili-
sée par I'alemand Christoff Rudolph dans son ouvrage
Die coss (lachose, I'inconnue) écrit en 1525. Ce dernier
symbolismefut également utilisé par Michael Stifel (1487-
1567).

5. La description des cotés du demi-angle en fonction du
coté adjacent a I’angle est encore en usage sous forme
d’identités trigonométriques. Ce sont :

1+ cos 26 . 1—cos 20
cosf=.]— e sno=_|————
Vo2 2

Ces identités ont servi dans la construction de tables
trigonométriques. Connaissant, par exemple le cosinus
de I'angle de 30°, on peut, en considérant 26 = 30°,
calculer les rapports trigonomeétriques pou un angle de
15°, 7,5°, etc.

On les utilise également pour intégrer des expressions
comme sin’d ou cos?0.

6. Au cours d'un voyage en Espagne de 972-982, Gerbert
d’Aurillac qui deviendra pape en 999 sous le nom de
Sylvestre I1, s'initie aux chifres arabes, issus de la nota-
tion indienne Brahmi, et les introduit en Europe. En
1592, le mathématicien et horloger Jost Birgie introdit
une notation pour indiquer les fractions décimales, il
surmonte le chiffre des unités d'un petit cercle. Cette
notation sera perfectionnée par I'italien Magini qui rem-
placele petit cercle par un point séparant lapartie entiére
et la partie décimale. Cette notation est encore en usage
dansles pays anglo-saxons. Lanotation avec unevirgule
a éé introduite par le néerlandais Willebord Snellius en
1594.
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POUR SE SITUER DANS LE TEMPS ET DANS L’ESPACE

Pythagore (~581 a~497)

Antiphon (~480 a~411)
Socrate (~470 a~399)
Hippocrate (vers ~450)
Platon (~428 a~347)
Euclide (vers ~300)
Archiméde (~287 a~212)
Erathosténe (~276 a~194)




