18 Systémes de numération

SYSTEMES DE NUMERATION
POSITIONNELS

INTRODUCTION

Dans un systeme positionnel, le nombre de symboles est
fixe. On représente par un symbole chaque chiffre infé-
rieur alabase, incluant zéro. L’ utilisation des chiffres se
fait de facon cyclique et chague fois qu'un cycle est
complété, on gjoute une nouvelle colonne a gauche du
nombre. Notre systéme positionnel est bien connu du
lecteur, mais il existe d’autres systemes, comme le sys-
teme binaire (base 2), octal (base 8) et hexadécimal (base
16) qui sont utilisés danslesordinateurs et en programma-
tion.

CARACTERISTIQUES

Un systeme de numération est un systeme d’ écriture des
nombres a I’ aide de symboles appelés chiffres. Il est dit
positionnel lorsque lavaleur des symboles ne dépend pas
seulement de laforme des chiffres mais également de leur
position dans le nombre.

La base d'un systéme de numération positionnel est le
nombre de symboles (ou de chiffres) utilisés pour repré-
senter |es nombres dans ce systeme de numeération.

Notre systéme de numération est un systéme positionnel
de base dix. Celasignifie que nous utilisons dix symboles
ou chiffres; 0, 1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8,9 et quelavaleur d'un
chiffre dépend de la position qu’il occupe dans un nom-
bre. Ainsi, dansle nombre 534, chague symbole ou chiffre
aune valeur qui dépend de sa position

534=500+30+4

ou encore 534 = 5x102 + 3x10! + 4x10°

Cette derniere expression est appelée la représentation
polynomiale du nombre534. Dans un systéme positionnel,
lesnombresfractionnaires s expriment également comme
somme de puissances successives de la base, cependant
les exposants sont negatifs. Ainsi, le nombre 0,752 sous
forme polynomiale donne :

0,752 =0,7 + 0,05 + 0,002
= 7x107! + 5x1072 + 2x10°3

On peut également exprimer ce nombre sous la forme
équivalente suivante :
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En faisant lasomme du dével oppement delapartie entiére
et du développement de la partie fractionnaire on obtient
la représentation polynomiale de n’importe quel nombre
réel. Aing, la représentation polynomiale du nombre
253,67 est :

253,67 = 2x10? + 5x10 + 3x10° + 6x10°1 + 7x1072.

Définition

Systéme de numération positionnel

On appelle systéme de numération positionnel un
systeme de humération dont la valeur des symboles
ne dépend pas seulement de la forme des chiffres
mais également de leur position dans le nombre.

Parmi les avantages des systémes positionnels, notonsque
lesnombresrationnels s’ expriment comme suite décimale
fini ou comme suite décimale périodique aors que les
nombres irrationnels s expriment comme suite décimale
illimitée et non périodique.

CONVERSION BINAIRE-DECIMAL

Le systeme binaire est un systéme positionnel qui ne
comporte que deux symboles : 0 et 1. Ainsi, le nombre
101101 est un nombre en systeme binaire. La représenta-
tion polynomiale de ce nombre nous permet de trouver
son équivalent dans le systéme décimal. On trouve alors

101101 = 1x25% + Ox2* + 1x23 + 1x22 + Ox21 + 1x20
=32+0+8+4+0+1
=45
Pour convertir en décimal un nombre fractionnaire ex-
primé en binaire, nous utilisons également la représenta-

tion polynomiale. Ainsi, le nombre binaire 0,1011 peut
étre converti en décimal de la fagon suivante :



0,1011=1x21+0x 22 +1x 23 +1x27*

~1,0,1. 1
=0,5+0,125+0,0625
=0,6875

De facon générale, dans la représentation d' un nombre
dans une base b, chaque chiffre a une valeur de position
exprimeée par | es puissances successives de b, ces puissan-
ces étant négatives a droite de la virgule et non négatives
agauche. Un nombre de base b s écrira comme suit :
(8@ 1+ 30,8135 )y

ou les a; sont les chiffres utilisés en base b. La valeur de
I’indice i représente la position (ou le rang) du chiffre
dans le nombre. Pour convertir un nombre de base b en
nombre décimal, il suffit d'utiliser la représentation
polynomiale du nombre, soit :

ab'+a b™+ . +abl+abi+a bl+..a, b™

pour convertir un nombre binaire en décimal

1. Multiplier chacun des chiffres du nombre par la
puissance de |la base correspondant a sa position
dans le nombre.

2. Fairelasomme des produits obtenus pour obtenir
le nombre dans le systéme décimal.

Trouver laval eur des nombres suivants danslabasedix.
a) 110110 b) 0,0111
¢) 1110,1101
Solution
a) En écrivant le nombre 110110 sous forme
polynomiale, on a:
110110

= Ix25 + 1x2% + Ox23 + 1x22 + 1x21 + Ox20
=32+16+4+2=54
On peut donc écrire: (110110), = (54),,.
b) 00111 =0x21+1x22+ 1x23 + 1x2*
=0+0,25+ 0,125 + 0,0625 = 0,4375
On peut donc écrire: (0,0111), = (0,4375),,.
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€) 1110,1101 = 1x23 + 1x22 + 1x21 + 0x20
+ Ix271 + 1x272 + Ox23 + 1x24
=8+4+2+05+0,25+ 0,0625

= 14,8125
On peut donc écrire: (1110,1101),, = (14,8125),,.

CONVERSION DECIMAL-BINAIRE
CONVERSION D’UN NOMBRE ENTIER

Ecrire un nombre en binaire revient &I’ exprimer comme
une somme de puissances de 2. Les puissances successi-
vesde2sont 1=20,2=21,4=22 8=2816=2432=
25,64 =25 Lescoefficientsdeces pui ssances successives
sont les chiffres servant aécrirele nombre dansle systéme
binaire. Ainsi, pour convertir (51),, en binaire, on peut
développer comme suit :
51 =32+19

=32+16+3

=32+16+2+1

= 1x25 + 1x2% + O0x23 + 0x22 + 1x21 + 1x20
Les coefficients de lareprésentation polynomial e permet-
tent alors d écrire le nombre 51 en binaire, ce qui donne
110011.

Exprimer le nombre (83)1o comme somme de puissan-
ces de 2 pour I’ écrire en binaire.

Solution

On identifie d' abord la plus grande puissance de 2
inférieure a 83; cette puissance est 64. On peut aors
écrire 83 = 64 + 19. La plus grande puissance de 2
inférieure & 19 est 16; on adonc :

83 =64+16+3.
En poursuivant le processus, on obtient
83=64+19

=64+16+3

=64+16+2+1

= 1x26 + 0x2° + 1x24 + Ox23 + 0x22 + 1x21 + 1x20

Les coefficients de la représentation polynomiale sont
dans I’ ordre1010011. On peut donc écrire :
(83),0 = (1010011),,.
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Evidemment |e processus de dével oppement d’ un nombre
comme somme de puissances de la base peut se révéler
long et fastidieux lorsque le nombre a convertir en binaire
est assez grand. Illustrons comment on peut parvenir au
méme résultat plus efficacement. Pour convertir le nom-
bre décima 83 en base 2, on divise successivement le
nombre a convertir par 2, et on trouve :
83 + 2 donne 41 reste 1
41 + 2 donne 20 reste 1
20 + 2 donne 10 reste O
10+ 2donne 5reste0
5+ 2donne 2restel
2+2donne 1lresteO
1+2donne Orestel
Ce qui donne :
83 = 2x41 + 1 = 2x41 + 1x2°
= 2x(2x20 + 1) + 1x20
= 22x20 + 1x21 + 1x20
= 22x(2x10 + 0) + 1x2t + 1x20
= 23x10 + 0x22 + 1x21 + 1x20
= 23%(2x5 + 0) + 0x22 + 1x21 + 1x20
= 25 + 0x23 + Ox22 + 1x21 + 1x20
= 24%(2x2 + 1) + 0x23 + 0x22 + 1x21 + 1x20
= 1x26 + Ox25 + 1x2% + 1x23 + 1x22 + Ox21 + 1x20
= 1011101
Par conséquent, les restes des divisions successives sont
les coefficients de la représentation polynomiale, le reste
de la premiére division effectuée étant le chiffre de rang
nul. En pratique, il nous suffit donc de rechercher les
restes des divisions successives par 2. Voici un tableau
permettant de le faire rapidement :

Quotient Reste

83 2 Chiffre

41 . de rang

20 1 nul

10 0

5 0

2 1

é 0" dou (83),,=(1010011),
1

La représentation du nombre 83 en binaire est alors don-
née dans la colonne de droite, le chiffre de rang nul étant
au sommet de la colonne.

pour convertir un nombre entier en binaire

1. Diviser le nombre a convertir par 2 et noter le
guotient et le reste de ladivision.

2. Diviser par 2 le quotient obtenu a I’ étape précée-
dente et noter a nouveau le quotient et le reste.

3. Poursuivre le processus jusqu’a ce que le quo-
tient soit 0.

4. Utiliser les restes successifs pour écrire le nom-
bre en binaire, le dernier reste obtenu éant le
coefficient delaplusgrande puissancedelabase.

Ecrire en binaire le nombre décimal 61 en utilisant la
méthode des divisions successives par la base 2.
Solution

Pour exprimer cenombreen binaire, :
Quotient Reste

il faut procéder par divisions suc- 61 2
cessives, ce qui donne e tableau ci- 30 1
contre dans lequel la colonne de 15 0
droite représente & la fois les restes ; i
desdivisions et lescoefficientsdela 1 1
représentation polynomiale, le coef- 0 1

ficient de la plus grande puissance

de 2 éant au basdelacolonneet e coefficient delaplus
petite puissance, qui est le chiffre de rang nul, est au
sommet delacolonne. Lenombres écrit donc (111101),,.

CONVERSION D’UN NOMBRE FRACTIONNAIRE

Pour exprimer un nombre fractionnaire (ou la partie frac-
tionnaire d’un nombre) en binaire, nous procédons par
multiplications successives par la base 2. Considérons le
nombre fractionnaire (0,8125)1o; en multipliant successi-
vement le numérateur et le dénominateur de ce nombre
par 2, on obtient :
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e o o
0,8125= &2250
=l+ 0,6250 pour convertir un nombre fractionnaire en bi-
2 2 .
naire
1. 1,250
T2 22 1. Multiplier le nombre fractionnaire par 2 et noter
_1 N 1 N 0,250 la partie entiere et la partie fractionnaire obte-
2 22 22 nues.
_1,1.050 2. Multiplier & nouveau la partie fractionnaire du
2 22 2° produit par 2, et noter le résultat.
:l+i2+%+01_§’0 3. Poursuivre le processus jusqu’ a ce que la partie
2 20 2 2 fractionnaire soit nulle.
:%+2—12+2—%+2—14 4. Utiliser lespartiesentieressuccessivespour écrire

le nombre en binaire, la premiere partie entiere

-1 2 3 4
X277 +1x27 +0x27 +1x2 étant le premier chiffre aprés lavirgule.

Il
=

On obtient donc lareprésentation polynomiale du nombre

en base 2 et les coefficients des puissances successives REMARQUE

nous donnent la représentation du nombre en binaire, Laconversion en binaire d'un nombre décimal ne donne

Soit : pas toujours une suite décimale finie. On peut également
(0,8125)10 = (0,1101), obtenir une suite périodique infinie ou une suite infinie

On peut effectuer le méme travail de fagon synthétique. non périodique.

Puisgque les chiffres cherchés sont les parties entieres
obtenues|ors des multiplications successives, nous procé-
derons comme suit :

Ecrire e nombre (0,2),, en hinaire.
Solution

E;?f’;;er Les multiplications successives par
a droite 2 donnent lesrésultats consignésdans 2 0,2
de la virgule. letableau ci-contre. On constateque ~ — |
les chiffres se répétent périodique- 8 ’g
Parties fractionnaires ment. On 'nqlquqa la période en i ,6
multipliées successive- placant un trait horizontal au-dessus i 2
ment pafies des nombres de la période. Le nom- 8 ’g
B o bre s écrit donc ’
Parties entiéres obtenues par
les multiplications successives (0,00112),.

de la partie fractionnaire du
nombre a convertir.

Pour écrire le nombre fractionnaire, le chiffre du sommet REMARQUE
de la colonne est le premier a droite de la virgule et on

Dansles situations pratiques, il faut tenir compte du con-
écrit les autres dans I’ ordre.

texte du probléme pour déterminer le nombre de chiffres
acaculer dans la partie fractionnaire.
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pour convertir en binaire un nombre compor-
tant une partie entiére et une partie fraction-
naire

1. Convertir en binairelapartie entiére par laprocé-
dure des divisions successives par 2.

2. Convertir en binaire la partie fractionnaire par la
procédure des multiplications successives par 2.

3. Ecrire chacune des parties du nombre selon la
procédure appropriée.

Ecrire le nombre (321,3125) 1, en binaire.

Solution

Pour exprimer ce nombre en systéme binaire, il faut
convertir séparément la partie entiére et la partie frac-
tionnaire. On exprime la partie entiére par divisions
successives par 2 et la partie fractionnaire par multipli-
cations successives par 2, ce qui donne :

Partie fractionnaire
(multiplication par 2)

Partie entiére
(division par 2)

Quotient| Reste
321 2 2 | ,3125
160 1 0 | ,625
80 0 1| ,25
40 0 0| .,5
20 0 11,0
10 0
5 0
2 1
1 0
0 1

(101000001,0101),

donc (321,3125),, = (1 0100 0001,0101),.

REMARQUE
Les procédures présentées pour convertir un nombre du
binaire au décimal et du décimal au binaire sont utilisables
pour toutes|es conversionsd’ un systéme positionnel dans
un autre. Par exemple, dansle systeme octal, lessymboles
sont0, 1, 2,3,4,5,6,7.0Onaadors:

(10)g = (8)yg

En effet, (10)g=1x 81 +0x 8°=8+0=8 Delaméme
facon, on a:

(11)g = (9)19

(12)g = (10),,

Por exprimer 23 en base 8, on le décompose en une
somme de puissances de 8, ce qui donne:
(23),,=16+7=2x81+7x 8 =(27),
Delamémefacon, ona:
(226),,=3x64+5x8+4

=3x8+5x81+4x8°

= (354),
En pratique, on effectuelesdivisionset on notelesvaleurs
obtenues.

EXERCICES : NUMERATION 03

1. Convertir en binaire les nombres décimaux suivants
al’ aidedelaprocédure desdivisionsou desmultipli-
cations successives.
a) 77
f) 0,15

b) 187
g) 0,125

3. Convertir en décimal les nombres binaires suivants a
I’ aide de la procédure appropriée.

a) 10011 b) 11011
¢) 0,00101 d) 0,11101
€) 0,1101 f) 0,0011

3. Convertir en binaire les nombres décimaux suivants
al’aide de la procédure appropriée.
a) 51,375 b) 132,85

4. Convertir en décimal les nombres binaires suivantsa
I aide de la procédure appropriée.

a) 1101,10011 b) 11001,001

5. Convertir en octal les nombres décimaux suivants:

a) 241 b) 153
¢ 0176 d) 0,341
e 3575 f) 127,45

6. Convertir en décimal les nombres octaux suivants:
a) 22 b) 157
c) 126,371 d) 0,413



