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EUDOXE DE CNIDE

par : André Ross
professeur de mathématiques
Cégep de Lévis-Lauzon

Eudoxe est né a Cnide en Asie mineure en 408 av. J.-C. Il
est surtout connu comme mathématicien, mais il était
également astronome et médecin.

Il a étudiéles mathématiques a Tarente avec Archytas, un
pythagoricien passionné par le probléme de la « duplica-
tion du cube ». Il aégalement visitélaSicileou il aétudié
lamédecine avec Philiston. 11 fit un voyage de deux mois
aAtheneset il en profitapour assister adesconférencesde
Platon et de d autres philosophes de I’ Académie.

Porteur d'une lettre de recommandation du roi Agesilas
de Sparte pour le pharaon Nectanabis et accompagné du
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médecin Chrysippe, il fit en Egypte un voyage qui dura 16
mois. Durant son s§our, il aétudié |’ astronomie et a fait
des observations a Héliopolis.

Lors d’'un voyage & Cyzique, il y fonde une Ecole qui
attira beaucoup d’ éléves. Vers 368, il entreprit un second
voyage a Athenes avec quelques-uns de ses disciples.

Par la suite, il retourna & Cnide et y fit construire un
observatoire. L’astronome Hipparque cite les ouvrages
dans lesquels Eudoxe relate les observations astronomi-
gues qu'il afait a Héliopoalis et a Cnide. Eudoxe meurt
dans saville natale en 355 av. J.-C., al’age de 53 ans.
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THEORIE DES PROPORTIONS

La découverte des irrationnels par les pythagoriciens
avait sapé les fondements de leur théorie des propor-
tions. 1l fallait donner de nouveaux fondements a cette
théorie. Ce fut I’ cauvre d’ Eudoxe. Cette théorie se re-
trouve dans e livre V des Eléments d’ Euclide. Consi-
dérons quel ques-unes des définitions posées par Eudoxe
(traduites en francais a partir de la version anglaise de
Heath).

Définition

Rapport

Un rapport est une relation selon la dimension entre
deux grandeurs du méme type.

REMARQUE
Une longueur et une aire ne sont pas des grandeurs de
méme type.

Définition

Rapport possible

Un rapport est possible entre deux grandeurs lors-
gue chacune peut excéder | autre en la multipliant.

REMARQUE
Une longueur que I’on multiplie ne peut excéder une
aire et une aire ne peut excéder un volume.

Par ces deux définitions, Eudoxe élimine la possibilité
de calculer le quotient de deux grandeurs qui ne sont
pas de méme type. Aingi, il n'est pas possible, comme
nous le fai sons aujourd’ hui, de diviser une distance par
une durée pour obtenir une vitesse. Ce ne sont pas des
grandeurs de méme nature.

Définition

Grandeurs dans un méme rapport

On dit que des grandeurs ont le méme rapport, la
premiere a la deuxiéme et la troiséme a la qua-
trieme, si pour tout équimultiple dela premiére et de
la troisieme et tout équimultiple de la seconde et de
laquatriéme, les premiers équimultiples sont respec-
tivement plus petits, égaux ou plus grands que les
seconds équimultiples pris dans |le méme ordre.
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REMARQUE
En langage moderne, cela signifie que le rapport dea ab
est égal au rapport de c a d (a, b ¢ et d peuvent ére
irrationnels), si pour toute paire d’entiersmet n :

1.s ma<mbaorsmec < md;

2. ma=mbaorsmc= md;

3. s ma>mb aorsmc > md.

Cette définition a |’ avantage d’ étre applicable aussi bien
aux nombres qu’a des ééments géométriques. Aing, le
rapport des aires de deux figures sembl ables peut égaler le
rapport des carrés de lignes homologues de ces figures.
Par exemple, on peut montrer que le rapport des aires de
deux cercles peut étre égal au rapport des carrés de leurs
rayons et que le rapport des volumes de deux sphéres peut
étre égal au rapport des cubes de leurs rayons.

Définition
Grandeurs proportionnelles

Des grandeurs qui ont le méme rapport sont dites pro-
portionnelles.

REMARQUE
Les pythagoriciens avaient fondé leur théorie des propor-
tions sur la conviction que deux grandeurs de méme
nature sont toujours commensurables. La découverte des
irrationnels et les paradoxes de Zénon avaient détruit ces
fondements. Cependant, |’ étude des rapports et propor-
tions a partir de cette conviction avait permis d’ établir
plusieurs propriétés intéressantes des figures semblables.

En établissant desfondements strictement mathématiques
alathéorie des proportions Eudoxe a permis de préserver
ces résultats et d'en développer d' autres.

METHODE D’EXHAUSTION

La méthode d’ exhaustion est une méthode pour détermi-
ner I'aire d’une figure délimitée par une ligne courbe.
C’est Antiphon le sophiste (~480 a ~411), contemporain
de Socrate (~470 &a~399), qui a énoncé l’'idée qui consti-
tue le fondement de la méthode d’ exhaustion. Cherchant
une nouvelle approche pour trouver I'aired un cercle, il a
énoncé le postulat suivant :
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Postulat d’Antiphon

En doublant le nombre de cbtés d’ un polygone régulier
inscrit dans un cercle et en répétant successivement
I’opération, on peut rendre nulle la différence entre
I"aire du cercle et I'aire du polygone.

OO

Avant d aler plusloin, il faut rappeler que le mot « pos-
tulat » signifie une « demande ». Avant de présenter
I’argumentation, on demande s I’interlocuteur accepte
sans démonstration un principe qui sera utiliseé comme
argument.

Postulat
Un postulat est un principe d’ un systeme déductif qui
ne peut étre utilisé sans |’ accord de I’ interlocuteur.

L’enjeu est detaille. Si I'interlocuteur accepte le postulat,
il doit accepter les conclusions des théorémes et démons-
trations auxquelsil sert dejustification. Si I'interlocuteur
N’ accepte pas le postulat, il rejette toutes les conclusions
qui en découlent.

Est-il envisagesble de ne pas accepter ce postulat? A
I’époque, il fut critiqué par les tenants de la thése selon
laguelle les grandeurs sont infiniment divisibles. Ils en
concluaient que le procédé d’ Antiphon ne pourrait jamais
donner I’ airedu cercle. Car, en acceptant ce principe, il est
toujours possible de diviser ladifférence entrel’aired un
cercle et I'aire d'un polygone inscrit quel que soit son
nombre de c6tés. Il est donc impossible que I'aire du
polygone puisse étre égale acelle du cercle. Cette critique
est similaire a celle du paradoxe de la fleche de Zénon.
Puisqu’une longueur est infiniment divisible, la fleche
d’Achille ne peut jamais atteindre la cible car il reste
toujours une demi-longueur a parcourir. De la méme fa-
¢on, puisgu’une aire est infiniment divisible, I'aire du
polygone ne peut jamais égaler celle du cercle, il y a
toujours une différence non nulle.

Le postulat d’ Antiphon reconnait implicitement I'exis-
tence d’ une valeur limite, ce qui revient a reconnaitre un
infini actuel aors qu'il s'agit d’'un infini potentiel, d’un
processus qui n'ajamais de fin.

Pour contourner les critiques et énoncer un principe utili-
sable dans un argument déductif, il fallait formuler I'idée
autrement. C’'est Eudoxe de Cnide (~406 a ~355) qui va
reprendre cette idée et la développer. Eudoxe semble
S étre spécialisé dans la reformulation de concepts pour
éviter les paradoxes. Eudoxe reformule le postulat
d’ Antiphon de la fagon suivante :

Postulat d’Eudoxe

S on soustrait d’ une grandeur donnée une partie supé-
rieure ou égale a samoitié, et que du reste, on soustrait
une partie supérieure ou égale & sa moitié et ainsi de
suite, alalongue, la grandeur restante peut étre rendue
plus petite que n’importe quelle grandeur prédéfinie de
méme nature.

Ce postulat est trés intéressant, il reconnait la divisibilité
infinie des grandeurs et I’ exploite. La divisibilité infinie
étant possible, on peut rendre une grandeur donnée aussi
petite quel’ on voudraen lui soustrayant itérativement une
partie supérieure ou égale alamoitié de la partie restante.

En utilisant la notation moderne, on peut illustrer numéri-
guement ce postulat en considérant une grandeur a dont
on soustrait les deux tiers de lavaleur. On aaors:

2, 3% 2a_a
3 3 3 3

En soustrayant du reste les deux tiers de cette valeur, on

obtient :

a

a2a 3 2a_a
333 9 9 9

En soustrayant a nouveau les deux tiers du reste, on
obtient :

a_2.a 3 2a_a
9 3 9 27 27 27
Le postulat affirme qu’en poursuivant le processus, on
peut rendrelereste pluspetit que toute grandeur prédéfinie.

Par exemple, on peut le rendre plus petit que a/1000. |1



suffit de remarquer que le reste est a x (1/3)", ol n est le
nombre d’itérations. On doit donc déterminer n tel que:

{3) i
— < -
3/ 1000

(&) i
— < -
3/ 1000

et: 3" >1000

dou:

Ontrouvealorsqu'il suffit de 7 itérations pour quelereste
soit rendu plus petit que a/1000. Le postulat affirme que
guelle que soit la grandeur prédéfinie, il est toujours
possible de rendre le reste plus petit que cette grandeur en
effectuant ces soustractions successives.

Considérons anouveau le cercle et le carré inscrit. L’ aire
du carré inscrit est supérieure a la moitié de I'aire du
cercle. La différence de ces aires donne I'aire A, de la
partie ombrée de la figure de gauche dans I’illustration
suivante

A

En doublant le nombre de cdtés, on obtient un octogone
inscrit. On constate que sur chague coté du carré, on a
construit un triangle dont I’ aire est supérieure alamoitié
del'aire comprise entre le cbté du carré et I’ arc de cercle
ayant ce cdté comme corde. La somme des aires des
quatre triangles est supérieure a la moitié de A,. Si on
soustrait cette somme de A, on obtient A,, I aire entre le
cercle et I’ octogone inscrit. En poursuivant le processus,
on peut rendre la différence entre I’ aire du cercle et celle
du polygone aussi petite que I’on voudra. A I'aide du
postulat d’' Eudoxe on peut démontrer le résultat suivant :

Aire du cercle et du polygone régulier inscrit
La différence entre I’aire d'un cercle et I'aire d’'un
polygone régulier inscrit peut étre rendue aussi petite
que toute aire prédéfinie.
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Voici I'idée de la preuve. Soit un cercle, AB un cété
d’un polygone régulier inscrit et A la différence entre
I"aire du cercle et I'aire du polygone.

Sur AB comme c6té, construisons le rectangle ABCD
tel quele c6té CD soit tangent au cercle et déterminons
le point M milieu de CD. L’aire du triangle AMB est
aors la moitié de I'aire du rectangle ABCD. Elle est
donc supérieure alamoitié de |’ aire du segment circu-
laire AMB. En soustrayant de A le produit de |’ aire du
triangle par le nombre de cbtés du polygone régulier,
on obtient ladifférenceentrel’airedu cercleet|’airedu
polygone obtenu en doublant le nombre de cbtés. En
poursuivant le processus, on peut rendre la différence
entre ces aires plus petite que toute grandeur d'aire
prédéfinie. Voyons maintenant comment le postulat
d Eudoxe est utilisé dans une démonstration.

Aire du cercle et diameétre

Le rapport des aires de deux cercles est égal au
rapport du carré de leurs diamétres.

Voici I'idée de lapreuve. Soit deux cercles de diamé-
tresa et b et dont les aires sont A et B respectivement.

Supposonsquelerapport desairesest plusgrand quele
rapport des carrés des diamétres, soit :

A_a®

B b
Danslepremier cercle, inscrivonsun polygonerégulier
dont I’aire différe si peu de Aquel’on a:
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Cela est possible en vertu du théoreme précédent. Consi-
déronsde plusle polygone régulier semblableinscrit dans
le deuxieme cercle et notons P, son aire. Alors, puisque
les polygones sont semblables, on a:

R_a
T K2
P, b
AR 2_R
On adonc: B B b2 P2
P P
_ nn
et B P

Puisque les numerateurs sont égaux, on obtient P, > B, ce
gui est une contradiction puisgquel’ aire du polygone régu-
lier ne peut excéder I’ aire du cercle circonscrit. Par consé-
guent, le rapport des aires ne peut étre plus grand que le
rapport des carrés des diamétres.

Supposons donc que le rapport des aires est plus petit que
le rapport des carrés des diamétres, soit :

A a®

B b
Dans le second cercle, inscrivons un polygone régulier
dont I'aire différesi peude B quel’'on a:

Cela est possible en vertu du théoreme précédent. Consi-
déronsde plusle polygone régulier semblableinscrit dans
le premier cercle dont I'aire est P,. Alors, puisque les
polygones sont semblables, on a:

R _a°
P, b’

A_A_a* R

Celadonne: B P, b2 P,
A_R

et: P D
P2 F)2

Puisque les dénominateurs sont égaux, on obtient
P, > A, ce qui est une contradiction puisque I’aire du
polygonerégulier ne peut excéder I aire du cercle circons-
crit. Par conséguent, le rapport des aires ne peut étre ni
plus grand ni plus petit que le rapport des carrés des
diamétres. Cette double réduction a |'absurde permet
alors de conclure que le rapport des aires de deux
cercles est égal au rapport du carré de leurs diamétres.

CALCUL DE VOLUMES

Eudoxe a développé la méthode d’ exhaustion et |’ a utili-
sée pour démontrer différents résultats sur lesvolumesde
pyramides, de cénes et de cylindres.

Tout prisme triangulaire est décomposable en trois
pyramides de volumes équivalents.

Démonstration

Soit un prisme triangulaire dont les
bases sont ABC et A'B'C'. Coupons

le prisme suivant les plans AB'C et
AB'C'. On obtient alorstrois pyrami-
des. LespyramidesAA'B'C' et B'ABC
ont méme volume. en effet, lesbases A
sont égales, car ellessont lestriangles
A'B'C' et ABC, de plus, les pyrami-
desont lamémehauteur quele prisme.

Al

Démontrons que les pyramides B'AA'C' et B'ACC' ont
méme volume. En considérant B' comme sommet de
chacune des pyramides, elles ont des bases égales. En
effet les triangles AA'C' et AC'C sont égaux, puisgque la
droite AC' est la diagonale du parallélogramme AA'C'C.
De plus, la hauteur des deux pyramides est la distance du
point B' au plan AA'C'C.



De ce théoréme, on peut déduire que :

Théoréme 4
Volume d’une pyramide a base triangulaire

Le volume d'une pyramide est le tiers du volume du
prisme ayant méme base et méme hauteur.

Tout polygone régulier peut étre décomposé en triangles.

O <

On peut conclure que tout prisme a base polygonal e peut
étre décomposé en prismes triangulaires.

Par conséquent, on peut généraliser lethéoreme précédent
atoute pyramide a base polygonale.

Volume d’une pyramide a base polygonale

Le volume d'une pyramide est le tiers du volume du
prisme ayant méme base et méme hauteur.
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En utilisant le postulat d’ Eudoxe on peut montrer qu’ en
doublant le nombre de cbtés du polygone régulier inscrit
dansle cercle formant labase d' un cylindre, la différence
entre le volume du prisme a base polygonale et le volume
du cbne peut étre rendue aussi petite que n’importe quelle
valeur prédéfinie. Cerésultat s énonce maintenant comme
suit :

Volume d’un cbne

Le volume d’un cone et le tiers du volume du cylindre
ayant méme base et méme hauteur.

[

KAMPYLE

Eudoxe s est également intéresseé au probléme deladupli-
cation du cube. Le probleme consiste & déterminer la
longueur du c6té d’ un cube dont le volume est le double
de celui d'un cube donné. Sa solution au probléme est
perdue, mais il semble que dans ses travaux relatifs a ce
probleme, il a éudié la courbe appelée Kampyle.

Kampyle d’Eudoxe

______________

En écrituremoderne, I’ éguation cartésienne de cette courbe
est:
ax* = bH(x? + y?)
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En coordonnée polaires, | équation est :
r = b%(a cos?9)

En considérant lecasparticulierota=b=1, onobtient :

X4 =32+ y2
dou: y2=x4—x2
L’intersection de cette courbe avec le cercle de rayon
unitaire centré en (1; 0) donne laracine cubique de 2. En
effet, I’ éguation du cercle est :

(x-1)2+y?=1
et en isolant y2, on obtient :
y=1-(x-1)
=1-(@—2x+1)
=1-x2+2x-1
=—X%+2x

Par comparaison de y?, on aaors:
Xt —x2=—x2 + 2x
x*—2x=0

qui donne : xx¥=2)=0

Lasolutionx=0est arejeter et lasolution x3—2=0donne
laracine cubique de 2. Graphiquement, cette solution est
I"abscisse du point d'intersection de la Kampyle et du
cercle.

Kampyle d’Eudoxe

TRAVAUX EN ASTRONOMIE

Eudoxe a inventé I’ astrolabe qui est un instrument per-
mettant d’ obtenir, pour une latitude donnée, une représen-
tation simplifiée du ciel a une date quelconque.

Il a établi le premier systéme astronomique basé sur les
principes et postulats des pythagoriciens. Ces principes
ont également été adoptés par Platon, ce qui a amené
plusieurs historiens a croire qu’ Eudoxe les tenait de Pla-
ton et qu'il en avait été I'ééve. Cependant, il semble
qu’ Eudoxe avait peu de respect pour |les habiletés anal yti-

guesde Platon. L escompétences mathématiquesd’ Eudoxe
dépassaient largement celles de Platon. De plus, les deux
Ecoles, celle de Platon et celle d’ Eudoxe étaient compéti-
trices, Il n'y a aucune raison de croire que ces deux
philosophes ont été influencés I'un par |'autre. On sait
cependant qu'’ils ont tous deux recu I’ enseignement d’ Ar-
chytas de Tarente qui était pythagoricien et ils ont tous
deux été influencés par |a pensée pythagoricienne.

Ce modéle est congtitué de spheres homocentriques de
pbles distincts mais dont le centre commun est la Terre,
immobile (voir modele p. B-72). La rotation des spheres
expliquait les mouvements célestes apparents. La sphere
des fixes tourne autour du méme pdle que I’ équateur et le
Soleil est sur une sphére dont le pdle est le méme que
I’ écliptique. Eudoxe a estimé la durée de |’ année & 365
jours et un quart.

Dans son modéle, il explique les mouvements rétrogrades
des planétes de la fagon suivante :

Considéronsdeux spheres S, et S, telle que |’ axe XY de
S, est un diametre de S,. Lorsque S, tourne autour de
I’axe AB, alors |’ axe XY de S, tourne également. S les
deux sphéres tournent & une méme vitesse angulaire
constante mais en sens contraire alors un point P &
I’ équateur de la sphere S, décrit une courbe en forme
de huit.

Cette courbe est appel ée hippopéde, ce qui signifie « pro-
menade du cheval »




Eudoxe considere que le point P est une planete. 1l gjoute
une troisieme sphere pour expliquer le mouvement de la
planéte sur le fond étoilé alors que latrajectoire en forme
de huit explique le mouvement rétrograde de la planéte.

Cestroissphéeres étai ent situées dans une quatriéme sphere
pour tenir compte de larotation journaliére des étoiles. Le
systeme complet, décrit par Aristote dans sa Métaphysi-
que contenait 27 sphéres dont certaines ont le méme
diamétre.

Eudoxe semble avoir été surtout intéresse a échafauder
une théorie sans tenter de confirmer celle-ci par des pré-
dictions et des observations. Ce systéme a été adopté par
Aristote qui considérait que cette théorie était une descrip-
tion del’ univers physique. Cette caution aristotéliciennea
joué un réle important dans lalongévité du systéme géo-
centrique.

CONCLUSION

Les travaux d’ Eudoxe, tant en mathématiques qu’en as-
tronomie sont remarquables. || areconnu que ce N’ est pas
lacommensurabilité qui est lefondement delathéorie des
proportions et il a donné des rapports et proportions des
définitions qui reconnaissaient implicitement |’ existence
des nombres irrationnels.

Son modeéle de I’ univers et en particulier son explication
du mouvement rétrograde des planétes est un trait de
génie. Il n’est pas évident de s'imaginer la trgjectoire en
huit du point P sur les sphéres comme il I'a fait. Ce
model e était cependant une tentative essentiellement théo-
rique de décrire les mouvements célestes et il ne semble
pas avoir tenté de vérifier son exactitude par des prédic-
tions et des observations.

Parmi les contributions importantes d’ Eudoxe au déve-
loppement des mathématiques, il faut citer la méthode
d exhaustion dont il afait un procédé de démonstration. I
alui-méme utilisé ce procédé de démonstration pour dé-
montrer les résultats sur larelation entre le volume de la
pyramide et le volume du prisme de méme base et de
méme hauteur et entre le volume du cone et le volume du
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cylindre de méme base et de méme hauteur. L e fondement
de ce procédé qui peut servir aussi bien a calculer une
valeur approchée qu’a démontrer un résultat général sera
utilisé par Archimede pour le calcul de &t et pour démon-
trer différentsrésultats sur le calcul d aires et de volumes.

EXERCICES : EUDOXE

1. Pourquoi Eudoxe devait-il donner un autre fonde-
ment & la théorie des proportions que celle imaginée
par les pythagoriciens?

2. Pourquoi le postulat d' Antiphon sur I'aire du cercle
at-il été critiqué? Expliquer.

3. En quoi le postulat d’ Eudoxe permet-il de répondre
aux objections formulées a I’encontre de celui
d’ Antiphon?

4. Comment utilise-t-on lethéoréme 3 pour montrer que
le volume d' une pyramide a base polygonale est égal
au tiers du volume du prisme de méme base et de
méme hauteur.

5. Critiquer le raisonnement suivant :

Le volume d'une pyramide a base polygonale régu-
liére est égal au tiers du volume du prisme de méme
base et de méme hauteur. En doublant successive-
ment le nombre de cotés, le prisme devient un cylin-
dreet lapyramidedevient un cone. Puisquelevolume
de la pyramide est toujours égale au tiers du volume
du prisme, on peut conclure que : le volume d' un
cone est le tiers du volume du cylindre ayant méme
base et méme hauteur.
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