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L e philosophe grec Zénon est né a Elée, une ville du sud
de I'ltalie, entre 495 et 480 av. J.C.. Tout comme son
maitre Parménide, il fut probablement pythagoricien avant
que, sousladirection de Parménide, ne soit fondéel’ Ecole
d'Elée, dont les membres sont appel és les El éates. Zénon
a énonceé plusieurs paradoxes dont quatre portent sur le
probléme de larelation entre le discret et le continu. Ces
paradoxes hous sont connus par les écrits d' Aristote, qui
cite Zénon pour en faire la critique mais également pour
étoffer ses propos sur I’'infini. Cependant, le libellé exact
des paradoxes, tel que Zénon les avait formulés, ne nous
est pas vraiment connu. Dans cet article, nous alons
présenter ces paradoxes et tenter de saisir leur influence
sur le dével oppement des mathématiques grecques. Pour
bien comprendre le contexte dans lequel ces paradoxes
ont éé construits, il nous faut préalablement décrire les
conceptions du temps et de I’ espace dans les enseigne-
ments des deux principales écoles de I’ époque.

LE TEMPS ET L’ESPACE

Pour Pythagore et ses disciples, le temps et |” espace sont
constitués de parties indivisibles. Ainsi, un segment de
droite est un ensemble de points. Cette représentation ne
se limitait pas aux segments de droite. Les surfaces et les
volumes sont également constituésde partiesindivisibles.
En se fondant sur cette représentation, ils considéraient
que toutes | es grandeurs de méme nature sont commensu-
rables (voir I’ encadré sur la commensurabilité). On peut
donc, entre les longueurs, entre les aires et entre les
volumes, déterminer des rapports qui S expriment par des
guctients de nombres entiers. De plus, lorsgu’il existe un
rapport simple entre le volume de deux solides, par exem-
ple, il doit également exister un rapport entre les lon-
gueurs et les aires des faces de ces solides.

Anaxagore et ses disciples rejetaient cette représentation
de I’ espace et du temps en partiesindivisibles. Ils profes-
saient ladivisibilitéinfinie delamatiére, del’ espace et du
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temps. Pour eux, I’ universest continu et le continu ne peut
étre constitué de petits é éments separéslesuns des autres.
Le concept de parties indivisibles était analogue a une
poignée de sable, sans lien et sans consistance, sans con-
tinuité. Cette représentation n’ était pas compatible avec la
perception qu'ils avaient du temps et de |’ espace.

L es paradoxes de Zénon portent sur ces deux représenta-
tionsdu tempset del’ espace. || chercheamontrer, al’ aide
de quatre paradoxes: ladichotomie, Achille et latortue, la
fleche, le stade, qu’ aucune de ces conceptionsdel’ univers
N’ est conforme alaréalité.

LA DICHOTOMIE

Le paradoxe de la dichotomie est formulé de la fagon
suivante :

S un segment de droite est infiniment divisible, alorsle
mouvement est impossible, car pour parcourir ce seg-
ment, il faut d’abord en atteindre le point milieu. Mais,
avant d' en atteindre le point milieu, il faut d abord
parcourir le quart de la distance. Avant de parcourir le
quart de la distance, il faut en parcourir le huitiéme et
ainsi desuiteal’infini. Il s ensuit que le mouvement ne
peut jamais commencer.

En d' autres mots, si on accepte |’ hypothéese de ladivisibi-
lité infinie, une longueur finie contient un nombre infini
de points. Pour que le mouvement soit possible, ¢’ est-a
dire pour aler d’un point a un autre, il faudrait parcourir
un nombre infini de points en un temps fini. Le mouve-
ment est donc impossible.

Pour Aristote, qui cite ce paradoxe dans sa Physique, une
chose peut étreinfinie selon ladivisibilité ou selon I’ éten-
due. Il explique que dans un temps fini, il est possible de
venir en contact avec une choseinfiniment divisiblecar le
temps est aors infiniment divisible lui aussi. Dans un
temps fini, il donc est possible de parcourir une distance
finie.
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Ce souci d’ Aristote de montrer I'inconsistance du para
doxe S est perpétué. Plusieurs formulations du paradoxe
ont été données pour en faire la critique en utilisant des
notions mathématiques plus modernes. C'est le cas de la
formulation suivante :

Achille lance un javelot vers une cible. Pour atteindre
la cible, le javelot doit d’abord parcourir la moitié de
la distance, puis la moitié de la distance restante, et
encore la moitié de |a distance restante, ainsi de suite.
Puisgue la longueur est infiniment divisible, il reste
toujours une moitié de distance a parcourir et lejavel ot
n’ atteint jamaisla cible. Le mouvement est donc impos-
sible.
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Dans cette deuxiéme formulation on constate assez facile-
ment que |le paradoxe se fonde sur la conviction intuitive
que la somme d’'un nombre infini de grandeurs positives
donne I’infini. Ainsi, la deuxiéme formulation se fonde
sur la conviction intuitive que la série
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est divergente, ce qui est faux.

L’ utilisationinconsidérée deladivisibilitéinfinie du temps
ou de I’ espace peut engendrer différents paradoxes. Au
lieu de considérer ladivisibilité d’ une distance commele
fit Zénon, considérons plut6t ladivisibilité du temps pour
engendrer un paradoxe.

On dispose d'une heure pour nommer les nombres
naturels en procédant comme suit : durant la premiére
moitié de |’ heure, on nomme le premier nombre natu-
rel. Durant le quart d heure suivant, on nomme le
deuxiéme. On poursuit I’ énumération en divisant cha-
gue fois par 2 I'intervalle de temps restant. Puisqu’il
reste toujours un intervalle de temps on peut nommer
tous les nombres naturels en une heure.

Que peut-on conclure? Peut-on prétendre qu’il y a un
nombre infini de nombres naturels parce qu'il y a un

nombre infini d'intervalles de temps et qu’ a chaqueinter-
valle de temps, on associe un nombre naturel? Peut-on
prétendre qu’'il y a un nombre fini de hombres naturels
puisqu’il suffit d’un tempsfini pour les énumérer? On est
en plein paradoxe.

Si ony regarde de plus pres, on constate que I'intervalle
de temps, en minutes, dont on dispose pour nommer le
nombre 100 est :

2?—000 = 4,733165431 x 10-2° minute.
On peut prétendre qu’en suivant la procédure décrite, on
disposeratoujours d’ un intervalle de temps pour nommer
un autre nombre naturel. Cependant, pour pouvoir nom-
mer en une heure tous les nombres naturel s de cette fagon,
il faudra assez t6t que I’ @ocution soit plus rapide que la
lumiére, il faudra rapidement parler aune vitesse infinie.

ACHILLE ET LA TORTUE

L edeuxieme paradoxe portant sur ladivisibilitéinfinie est
connu comme le paradoxe d’ Achille et la tortue.

S Achille fait une course avec une tortue a qui on a
donné une longueur d’avance, lorsqu’ Achille atteint le
point de départ de la tortue, celle-ci a, pendant ce
temps, parcouru une distance. Pendant qu’ Achille va
parcourir la distance qui le sépare encore de la tortue,
celle-ci s'éloigne & nouveau et elle est encore a une
certaine distance d’ Achille. Achille aura toujours une
distance & parcourir pour rejoindre la tortue, le mou-
vement est donc impossible.

Dans ce paradoxe de Zénon, si le temps et I’ espace sont
infiniment divisibles, |la somme infinie des distances suc-
cessivesquedoit parcourir Achille pour rattraper latortue,
sans égard a ces longueurs, est nécessairement infinie.
Achille ne pourra donc jamais la rattraper et le mouve-
ment est impossible.

On peut constater que Zénon construit ce paradoxe en
considérant qu'il y aurauneinfinitéd’ intervallesdetemps.
Les distances parcourues durant ces intervalles sont de
plus en plus proches de 0. Il fonde son paradoxe sur la
conviction intuitive que

o x0=0.



Cependant, « x 0 = 0 est une forme indéterminée et on
ne peut conclure qu’un tel produit donne 0.

Il existe une formulation qui permet de critiquer ce para-
doxe en ayant recours a des représentations modernes.
C'est lasuivante :

Achille fait la course avec une tortue qui a 100 m
d’avance sur lui. Achille court 10 fois plus vite que la
tortue. Lorsqu’ Achille a parcouru 100 m, latortueen a
parcouru 10. Pendant qu’ Achille parcourt cette nou-
velle distance, |a tortue parcoure 1 m. A chaque fois
qu’ Achille franchit une distance, la tortue s éloigne et
il reste toujours une distance séparant Achille de la
tortue.

Enrelevant lesdistances parcourueschaquefoisqu’ Achille
parvient a la position qu’occupait la tortue au relevé
précédent, on obtient les valeurs du tableau et le graphi-
gue ci-dessous.

Position| Achille | Tortue
1 0 100
2 1100 |110 A
3 |10 a2 | [ SN
4 111 11142 o
5 |111,1 113,11 o
: : : t L

On peut décrire les distances parcourues par des modéles
affines, ce qui, en notant v la vitesse de la tortue, donne :
d; =vt+100 et d, = 10w,
ou t est le temps, d; la distance parcourue par latortue et
d, ladistance parcourue par Achille. Ces distances sont

égales lorsgue

10vt = vt + 100,
ce qui donne t =100/9v.
Connaissant la vitesse de la tortue, on peut donc calculer
le temps nécessaire pour qu’Achille la rattrape. Il suffit
alors de quelques notions de géométrie analytique pour
faire la critique du paradoxe. On peut méme calculer le
temps nécessaire pour qu’ Achille rejoigne la tortue lors-
gue la vitesse de celle-ci est connue.

Ces deux premiers paradoxes font appel a deux convic-
tions intuitives erronées. La premiére est que la somme

Paradoxes de Zénon B-39

d’unnombreinfini de quantitéspositivesest infinie, méme
s chaque quantité est extrémement petite. En écriture
moderne, Zénon considére que

Il considére que toutes les sommes delaforme Y €; sont
i=1

divergentes, ce qui est faux.

La deuxiéme conviction erronée est que lasomme infinie
de segments de longueur nulle est égale azéro. En écriture
moderne, il considéere que

oo X 0=0,
ce qui est également faux.

LA FLECHE

Les deux premiers paradoxes sont construits en considé-
rant que le temps et I’ espace sont infiniment divisibles.
Les deux paradoxes suivants sont formulés en prenant
comme hypothése que letemps et I’ espace sont constitués
d' éémentsindivisibles, conformément aux enseignements
des pythagoriciens. Le paradoxe de la fléche s énonce
comme suit :

S le temps est fait d'instants indivisibles, alors une
fléche en mouvement est toujours arrétée, car a tout
instant la fléche est en une position donnée et occupe un
espace égal a elle-méme. Puisque cela est vrai en tout
instant, il s'ensuit que la fléche ne se déplace jamais
parce gu’ un corps qui occupe toujours le méme espace
ne se déplace pas.

Eléments indivisibles de |’ espace

Danslaformulation de ce paradoxe, Zénon se sert du fait
gue la perception que I’on a du mouvement de la fleche
N’ est pas saccadé mais continu. Ce qui, selon lui, ne peut
étre le cas s le temps et |’ espace sont constituées d’ élé-
ments indivisibles. |l serait tres étonné de voir qu’'au
cinéma il n’est nul besoin d'une infinité d’images pour
créer I'illusion du mouvement.
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LE STADE

L e quatriéme paradoxe est un peu plus complexe adécrire
gue les trois premiers.

Supposons que le temps et |I'espace sont constitués
d éémentsindivisibles. Considéronstroiscorps A, B et
C constitués du méme nombre de particules indivisi-
bles. Considérons de plusque A est stationnaire, alors
que B se déplace verslagauche et que C sedéplacevers
la droite. Puisque le temps et |’ espace sont constitués
d éémentsindivisibles, laplus petite vitesse de dépla-
cement est d’ une unité d espace par unité de temps.
Supposons que les trois corps sont & un instant donné
dans la position ci-dessous.

JHEEER
B[1]2]3] 4]
*HEEE

Aprésune unité detemps, lescorps seront alorsdansla
position suivante.

Alal2]s]4]
B 1]2[3]4
<HEEIR

On constate que I’ élément indivisible B; se sera dé-
placé de deux unités de C. Par conséquent, I'instant
considéré ne peut étre la plus petite unité de temps. En
effet, on peut alors considérer une plus petite unité, soit
letemps pour quel’élément indivisible B, se déplace de
deux unitésde C. S letemps et |’ espace sont constitués
d’ éléments indivisibles, le mouvement est donc impos-
sible.

Le paradoxe est fondé sur la relativité de la vitesse d'un
objet au point d' observation. La vitesse relative de C par
rapport a B est différente de la vitesse relative de C par
rapport a A. Cependant, en considérant que le temps et
I’ espace sont constitués d’infimes parties indivisibles, il
faut admettre que ces deux vitesses sont égales pour les
partiesindivisibles. Le mouvement est donc impossible, a

moins de rejeter I’ hypothese qui entraine cette contradic-
tion. Or, la seule hypothese considérée est la supposition
queletempset |’ espace sont constitués d’ élémentsindivi-
sibles.

REFUTATIONS D’ARISTOTE

Pour réfuter les arguments de Zénon, Aristote cherche
d’ abord aexpliquer quele continu ne peut é&tre une somme
d’indivisibles, ¢’ est-a-dire qu’une ligne ne peut étre for-
mée de points et qu’ un intervalle de temps ne peut étre
congtitué d'instants. 1l base son raisonnement sur le fait
gu’un point, comme un instant, n’a pas d extrémités car
une extrémité n’est pas de méme nature que ce dont elle
est I’ extrémité. Aingi, un point est I’ extrémitéd uneligne.
Il est donc de nature différente de la ligne. L’instant est
I’ extrémité d’ unintervalledetempset il en différe pour la
méme rai son.

II appelle continu « ce qui est divisible en parties toujours
divisibles ». La ligne est infiniment divisible et I'inter-
valle de temps est infiniment divisible. Ce sont donc des
continus. Le paint est I’ extrémité d' une ligne et I’ instant
I’ extrémité d'un intervalle de temps. Le point et I'instant
ne sont pas divisibles, car ce ne sont pasdes grandeurs. En
effet, selonlui, lalimiteestindivisibleet lachoselimitée
est divisible. Pour pouvoir réfuter les paradoxes, Aristote
distingue donc le point qui est un indivisible de la ligne
qui est un continu. Le point est lalimite d’ une ligne et la
limite est indivisible aors que la chose limitée est un
continu infiniment divisible. De laméme facon, il distin-
guel’instant qui est unindivisibledel’ intervalle detemps
qui est un continu. L’ instant est lalimited unintervallede
temps et de ce fait ne représente pas une durée.

Pour réfuter les deux premiers paradoxes, il construit le
paradoxe suivant :

Supposons qu'’il faut un temps infini T" pour parcourir
une grandeur rectiligne AB (a vitesse constante). Soit
I'A une partie finie du temps T" et AC, la partie de la
grandeur rectiligne parcourue durant ce temps. Puis-



gue AC et AB sont finiset que AC est une partiede AB,
il existe un multiple de AC qui dépasse AB. Par consé-
quent le temps I" serait inférieur au méme multiple du
temps T'A. Le temps I" serait donc fini. Ce qui est une
contradiction.

Ce paradoxe est représenté par le diagramme suivant :

Puisque AC est fini, il existe un multiple de AC,
notons-le nAC, tel que nAC > AB.

i Distance

| parcourue en
' un temps TA
—

A C B
Par conséquent, le multiple nI"A est plus grand quele
tempsinfini T, ce qui contredit le fait que I soit infini.

Pour réfuter le paradoxe sur lafleche, Aristote signale que
ce paradoxe est une conséquence de la supposition erro-
née que le temps est composé d’instants. Un instant n’ est
pas une durée et aucun mouvement ne peut avoir lieu dans
I"instant.

Il réfute le dernier paradoxe en signalant que la vitesse
relative de deux objets en mouvement est différente de la
vitesse relative par rapport a un objet fixe.

ARISTOTE ET L’INFINI
Aristote s'est beaucoup intéressé a I'infini méme s'il
considérait quec’ était un sujet délicat, a cause notamment
des paradoxes de Zénon. |l se rendait compte qu’il n’est
pas simple derejeter ou d' accepter |’ existence de I’ infini.
Selon lui, le rejet comme I'acceptation de I'infini est
source de paradoxes. Il donne d’ailleurs différentes rai-
sons pour croire al’ existence del’infini :
— Iinfinité du temps,
— la divisihilité infinie des grandeurs mathématiques;
— lefini sebutetoujoursa quelque choseet il n’y a pas
de limite au fini;
— il n'y a pas de limite a ce que la pensée peut conce-
voir. En particulier, il n'y a pas de limite aux nom-
bres ou aux grandeurs mathématiques.
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Aristote est pris dans un dilemme, il ne peut ni rejeter ni
accepter |’infini & cause des paradoxes que celaengendre.
Pour se sortir de ce dilemme, il va distinguer deux sortes
d'infini, I’infini potentiel et I’ infini actuel. Pour compren-
dre cette distinction, présentons quelques exemples.

INFINI POTENTIEL

Pour la plupart des gens, I'infini mathématique est sou-
vent congu par opposition. On oppose I'infini au fini, au
complet, al’ achevé. Ainsi, on congoit qu’ un ensemblefini
est un ensemble dont on peut énumérer, ou compter, tous
les éléments. Il est alors assez facile de se convaincre que
I’ ensemble des nombres naturels n’'est pas un ensemble
fini, car on peut toujours obtenir un nombre naturel plus
grand que ceux déja énumérés en additionnant une unité
au dernier nommé. Dans cette conception, I’ ensembl e des
nombres naturels est un ensemble infini parce qu'il n'est
pas fini, parce qu’ on ne peut compl éter I’ énumération de
ses éléments. On admet que |’ ensemble des nombres natu-
rels soit infini parce qu’il ne peut érefini. C est uninfini
potentiel, un infini en puissance et non en acte, un infini
qui N’ existe pasdanslaréalité, maisqui pourrait exister s
le temps ne nous était pas compté.

Pour illustrer ce propos, supposons qu’un étre humain
recoit, a sa naissance, lamission d’ énumeérer les éléments
de I'’ensemble des nombres naturels. Supposons de plus
gu’il commence a compter des la premiére seconde de sa
naissance et qu'il nomme, dans I'ordre, un nombre a
chague seconde de sa vie. Derniére supposition, par un
hasard heureux, il vivracent ans. Le nombre de secondes
qui s écouleront au cours de savie est alorsle produit des
100 ans de 365 jours (en arrondissant) comportant chacun
24 heures de 60 minutes, chague minute comptant 60
secondes :

100 ans x 365 jours x 24 heures x 60 minutes x 60
secondes = 3 153 600 000 secondes

Trois milliards cent cinquante trois millions six cent mil-
les, ¢’ est e nombre de secondes écoul ées mais également
le dernier nombre naturel nommé (on remarque qu’il faut
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plus d une seconde pour dire ce nombre). Pour notre
héros, et malgré sa mission, I'infini restera un concept,
une potentialité. Il peut « concevoir » I'infini, il lui suffit
de s'imaginer qu'il confie la poursuite de lamission a ses
descendants comme le coureur confie le témoin dans une
courseareais, et ainsi de génération en génération. Mais,
un de ses descendants pourra-t-il dire un jour : « mission
accomplie » ?

Comme deuxiéme exemple, considérons maintenant un
segment de droite d’ origine O qui s étend sans limite vers
ladroite.

@)
[} >

Y at-il plusde points sur un segment
dedroite qui s'étend al’infini que de
nombres naturels pour les compter ?

On peut faire un paralléle avec I’ ensembl e des nombres et
supposer qu’ un second héros, dont le pied peut tenir sur
un point, a pour mission de parcourir la droite en faisant
un pas a chague seconde. Ce deuxiéme héros devra, lui
aussi, confier & sa descendance la responsabilité de pour-
suivre la mission et aucun de ses descendants ne pourra
dire: « mission accomplie! » Parcourir cette droite est
également un processus sansfin, uninfini potentiel. Quelle
gue soit d’ ailleurs la grandeur des pieds du coureur et de
ses enjambées. En effet, méme si les enjambées sont tres
grandes, il seratoujours possible de faire un pas de plus.

INFINI ACTUEL

Considérons maintenant le segment de droite fini OA ci-
dessous. Le nombre de points de ce segment est-il fini ou
infini? La réponse est moins évidente que pour un seg-
ment qui S étend sans limite.

O A

Sur un segment de droite fini, on peut
considérer que le nombre de points
est soit fini soit infini.

Si le nombre de points est infini, ce segment est un infini
actuel puisgue ¢’ est un ensemble formé d’une infinité de

composantes, les points, et on doit reconnaitre |’ existence
de I'infini autrement que comme potentialité.

Considérer gu’'un segment de droite de longueur finie
comporte un nombre infini de points, ¢’ est préter le flanc
alacritique, car ¢’ est reconnaitre que le fini peut contenir
I"infini.

On peut choisir de croire gqu’'il y a un nombre infini de
points, et le segment de droite est alors un infini actuel.
C'est-a-dire un infini qui existe dans les faits et on nage
alors dans |es paradoxes, comme Zénon |I’a montré.

L’ autre option est de croire que le nombre de points est
fini. C'est le choix des pythagoriciens, et de cet axiome
découlait leur théorie des proportions et du réle des nom-
bres dans |’ univers.

Aristotevachercher a contourner le problémeen considé-
rant que le segment de droite est infiniment divisible. Il
N’ est pasdiviseémaisdivisible. Il peut alors considérer que
ce processus de division est un infini potentiel, non un
infini actuel. 11 évite donc laquestion de savoir si ladroite
finie comporte un nombre fini ou un nombre infini de
points. De plus, la divisibilité infinie d’ une ligne donne
toujours des lignes et non des points, comme la division
du temps donne toujours des intervalles de temps et non
des instants. Pour Aristote, I"infini ne peut exister que
comme potentialité. L’infini actuel ne peut exister. La
seule conception acceptable de I'infini est celle d’ un pro-
cessus sans fin.

En résumé, I’infini potentiel est un processus, un devenir,
comme le processus de ladivision illimitée d’ un segment
de droite ou de I’ addition successive des nombres natu-
rels. L’infini actuel serait le résultat de ladivision illimi-
tée d’ un segment de droite ou de |’ addition successive. Or
ce résultat ne peut exister puisqu’il est toujours possible
de diviser le petit segment résultant de la division précé-
dente, comme il est toujours possible de poursuivre le
processus d’ énumeération des nombres naturels en addi-
tionnant I’ unité au dernier nombre obtenu.



Ce rgiet de I'infini actuel a eu des répercussions sur la
cosmologie d’ Aristote. Pour lui, I’ universest fini et cons-
titué de deux régions différentes, chacune de ces régions
étant divisee en sphéres concentriques. Larégion la plus
externe de I’ univers est celle des cieux qui s étend de la
sphere de la lune a la sphere des étoiles fixes. C'est une
région supposée immuable et les seuls changements qui
S'y produisent sont les mouvements des corps célestes.
Cette région est constituée d’ un éther incorruptible. C' est
lemonde supralunaire, il est parfait et les étoilesainsi que
les planétes ne peuvent étre que des corps parfaits, en
I" occurrence des sphéres lisses. La perfection du monde
supralunaire implique safinitude, car I’infini est quelque
chose d'inachevé et d’imparfait.

Puisqueseul I'infini potentiel existe, I’ universne peut étre
infini car il serait en devenir, en changement dans le
temps; or il N’y a pas de changement dans le ciel. Pour
Aristote, le déplacement des constellations, observé de-
puisdessiecles, suit un cycleimmuable qui s explique par
la rotation de la sphere des étoiles, mais il ne s agit pas
d'un changement dansle sensd’ une évolution, d’ un deve-
nir.

Il considére également que I'univers a existé de tout
temps, se démarquant ainsi de Platon qui considérait que
I’ univers était I’ oauvre d’ un démiurge. En considérant que
I’ univers a existé de tout temps, Aristote introduit sansle
savoir un paradoxe dans son systéme. Ce paradoxe qui
sera formulé au cours du Moyen-Age s énonce comme
suit :
Puisque I’ univers a existé de tout temps, le nombre de
fois que le Soleil et les planétes ont fait le tour de la
Terreestinfini. Cependant, larotation du Soleil est plus
rapide que celle des planétes. |l existe donc des infinis
plus grands que d’ autres, ce qui est impossible.

CONCLUSION

Pourquoi Zénon a-t-il formulé ces paradoxes? On sait que
les Eléates professaient |’ unité et la permanence de |’ ére.
Pour eux, le monde des sens n'est qu’une illusion. On a
donc prétendu que Zénon voulait effectivement démon-
trer que le mouvement, tout comme ce qui hous vient des
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sens, est uneillusion. Il est cependant douteux que Zénon
ait sérieusement pu considérer I’'impossibilité du mouve-
ment.

Cependant, on sait également que les enseighements
d’ Anaxagore et des Pythagoriciens furent contestés par
les Eléates. Zénon cherchait peut-étre adénigrer lesensei-
gnements des autres écoles. Dans les deux premiers para-
doxes, il montrequeladivisibilitéinfiniedel’ espace et du
temps professée par Anaxagore engendre une absurdité.
Dans les deux suivants, il montre que la conception des
Pythagoriciens est également erronée car elle entraineelle
auss une contradiction.

A lasuite de ces paradoxes et de la pensée d’ Aristote, les
mathématiciens et les philosophes grecs ont évité systé-
matiquement |’ usage de I'infini a cause des piéges que
consgtitue le recours a des convictions intuitives fondées
sur lefini, lorsqu’on traite de I’ infini. || n’ éait plus possi-
ble d' utiliser I'infini dans un raisonnement sans le rendre
suspect. Ainsi, Euclide ne considere pas qu'il y a un
nombreinfini de nombrespremiers, il considerequ’il y en
a plus que tout nombre prédéterminé. La formulation de
paradoxes sera pour plusieurs siécles la seule utilisation
del’infini danslesraisonnements. C’ est grace aux travaux
de Bernhard Bolzano (1781-1848), de Karl Welerstrass
(1815-1897) et de Georg Cantor (1845-1918) que I'infini
redeviendra objet d' éudes mathématiques, pour acquérir
définitivement seslettres de noblesse par I arithmétisation
del’analyse.

Les paradoxes de Zénon et la découverte des irrationnels
ont amené des changements importants dans les mathé-
matiques grecques. Parmi ceux-ci, signalonslarefonte de
la théorie des proportions qui fut I’ cauvre d’ Eudoxe. En
effet, une théorie des proportions fondée sur la
commensurabilité et la représentation des nombres par
des points était devenue indéfendable avec la découverte
de Hippasus. La théorie d’ Eudoxe, qui sera reprise par
Euclide, est assez compliquée car il ne pouvait avoir
recours aux hombres réels ni au systéme décimal de nu-
mération. La représentation discréte des nombres par des
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cailloux ou des points, chére aux Pythagoriciens, est com-
plétement disparue chez Euclide, pour qui les nombres
naturels sont congus comme des segments de droites. De
plus, Zénon adével oppé une approche dial ectique, annon-
ciatrice de celle de Socrate, qui utilisait les prémisses de
ses adversaires pour démontrer que celles-ci entrainaient
une absurdité. Cette méthode est devenue la méthode de
preuve par réduction al’ absurde.

EXERCICES :
1

PARADOXES DE ZENON

Qu’est-ce qui, dans la conception de I’ univers des
pythagoriciens, a permis a Zénon de construire des
paradoxes ? Expliciter.

Qu’est-ce qui, dans la conception de I'univers
d’ Anaxagore, a permis a Zénon de construire des
paradoxes ? Expliciter

Zénon se fonde sur la conviction intuitive que la
somme d’un hombre infini de termes ne peut donner
un nombre fini. Peut-on considérer cette conviction
comme une propriété générale ? Expliquer pourquoi
et donner deux exemples ou ce n’est pas le cas.

Montrer que dans le paradoxe de la dichotomie, la
suite des distances a parcourir forme une progression
géométrique. Donner le premier terme et laraison de
Cette progression.

Soit une progression geométrique dont le premier
terme est a et laraison r. Déterminer une expression
agébrigue donnant la somme des n premiers termes
de cette progression.

Expliquer comment, et dans quelles conditions, on
peut utiliser le résultat du numéro 5 pour déterminer
la somme des termes d’ une progression géomeétrique
infinie.

7.

10.

11.

Utiliser lerésultat del’ exercice 6 pour montrer quela
somme des distances dans |e paradoxe de la dichoto-
mie n'est pasinfinie.

Est-ce que le résultat de I’ exercice 6 permet de trou-
ver le résultat de la somme suivante :

1+1+£+£+£+ Justifi
St3t,ts .. Justifier.

Utiliser lerésultat desexercices5 et 6 pour trouver la

somme demandée et calculer lasommeinfinie lors-

gue celle-ci existe.

a) Les 24 premierstermes de la progression
{1,2,4,8,16, ..}

b) Les 12 premiers termes de la progression

111 1
I+ 44—+ —=+..
2 4 8 16

c) Les 6 premiers termes de la progression

Danslaconstruction delaconnai ssance, peut-on sim-
plement faire abstraction de I'infini et dire que ce
concept N’ existe sous aucune forme ?

Qudledistinctionfait Aristoteentreinfini potentiel et
infini actuel? lllustrer par des exemples.



