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Hippocrate de Chio, qu’il ne faut pas confondre avec le
médecin Hippocrate de Cos, est névers450 av. J.-C. et on
ignoreladate de son déceés. I aquittésonilevers430 pour
serendre aAthenes. |l était armateur et ¢’ est pour récupé-
rer un navire saisi par la douane qu'il se serait rendu a
Athenes. Durant son s§jour, il arencontré des philosophes
et desmathématicienset il S est alorsintéresse aux mathé-
matiques et plus particulierement au probléme de la qua-
drature du cercle qui consiste a construire un carré dont
I'aire est égale a celle d'un cercle donné. Signalons que,
selon Platon, pour résoudre ce probleme, il ne fallait
utiliser gqu’ une régle et un compas. Quelques mathémati-
ciens, comme Eudoxe, ont utilisé d’ autres approches mais
ont été critiqués par Platon.

En cherchant arésoudre ce probléme, Hippocrate a déter-
miné les aires des lunules (ou croissants de lune) qui
portent son nom. Il fut ainsi le premier mathématicien a
calculer une aire délimitée par des courbes. Il fut égale-
ment un des premiers & compiler un livre des Eléments,
' est-a-direaorganiser I’ ensembl e des connai ssances géo-
meétriques sur un méme fondement axiomatique.
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LES LUNULES D’HIPPOCRATE

Une lunule est une figure plane délimitée par deux arcsde
cercle de rayons inégauix. Hippocrate a construit différen-
tes lunules et il a étudié I'aire de celles-ci a partir du
théoréme suivant :

Théoreme

Les aires de figures semblables sont dans le méme
rapport que le carré de leurs lignes homologues.

Ce théoreme est valide pour toutes les formes de figures,
en particulier pour les segments circulaires et les lunules.
Ainsi :

Théoreme

Les aires de segments circulaires semblables sont dans
le méme rapport que le carré de leurs bases.
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Lesaires des segments circulaires semblables sont dansle
rapport des carrés de leurs bases, soit le carré de la lon-
gueur des cordes a et b. Les segments circulaires sembla-
bles (aires ombrées) sont sous-tendus par des angles au
centre égaux.

LUNULES DU CARRE

Nous allons voir comment Hippocrate a pu établir la
relation entre |’ aire delalunule construite sur ladiagonale
d'un carré et |le coté de ce carré.

Considérons un carré ABCD de c6té c et de diagonale d.

En prenant ladiagonale AC comme diameétre, on trace un
demi-cercle.

On a aors, par construction, deux segments circulaires
AB et BC dont les cordes AB et BC sont égales et les
segments circulaires construits sur ces cordes ont laméme
aire. Symboliquement :
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En prenant le sommet D comme centre, tragons|’arc AC,
construisant ainsi un autre segment circulaire AC dont
I"angle au centre est également de 45°. |1 est donc sembla-
ble aux deux autres.

Puisgue les segments circulaires sont semblables, le rap-
port des aires est égal au carré du rapport des bases. Le
rapport est égal a1/2 puisque AB est lecbtédu carréet AC
enest ladiagonale. C'est cequ’illustrelafigure suivante :

Cela signifie que I’aire du segment AC est le double de
I’aire du segment AB. Puisque I’ aire du segment AB est
égale a I’aire du segment BC, il s'ensuit que I'aire du
segment AC est égale ala somme des aires des segments
AB et BC. Symboliquement, on a:
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De plus, en retranchant de cette figure les segments
AB et BC, il restel’ airedutriangle ABC et en retranchant
le segment AC il resteaire de lalunule.



L’aire de la lunule est donc égale a I’aire du triangle et
I’aire de lalunule est ¢/2 ou d?/4 .

m=g

On peut donc énoncer le résultat suivant :

Théoreme

L’aire de la lunule construite sur la diagonale d’'un
carré est égale a la moitié de I'aire du carré (ou au
quart de I’aire du carré construit sur la diagonale).

En construisant des lunules sur chacun des cotés du
carré, on obtient que la somme de aires des quatre
lunules est égale al’aire du carré.
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Théoreme

La somme des aires des quatre lunules construites sur
les cotés d'un carré est égale a I’aire du carré.

LUNULES D’UN TRIANGLE RECTANGLE

Etablissons maintenant la relation entre la somme des
aires des lunule construites sur les cotés de I’ angle droit
d’un triangle rectangle et ces cotés.
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Considérons un triangle rectangle dont les cotés sont de

A
C

Par e théoréme de Pythagore, et en écriture moderne, on
a:

a2+ b2 = 2

Tragons un demi-cercle en prenant |” hypoténuse c comme

A
C

Puis tragons deux autres demi-cercles en prenant les cotés
a et b de I’angle droit comme diametres. On forme ains
deux lunules.

c

Pour déterminer la somme des aires de ces lunules,
reproduisons la figure ci-dessus en faisant une copie
avec une rotation de 180°. On a alors la figure sui-
vante:
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On constate gu'’il est possible de trouver le double de
lasomme des aires des lunules (2 ZA, ) en faisant
lasomme desaires des demi-cercles construitssur les
cotés de I’angle droit et en retranchant de celle-ci la
somme des segmentscirculaires construits sur lesmé-
mes cotés. Cette somme des segments circulaires est
obtenue en soustrayant |’ aire du rectangle de cotés a
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et b de I'aire du cercle construit sur I’ hypoténuse c.
Symboliquement, et en écriture moderne, on a:
2ZA = T@4 + no?l4 — (nc?l4 — ab)
= na?/4 + n?l4 — nc?l4 + ab
n(a? + b?—c?)/4 + ab, par distributivité;
7(0) + ab, car a? + b? = ¢2 par Pythagore;
= ab.
On trouve donc que XA

= ab/2.

unules

Théoreme

La sommedesaires deslunules construites sur les cotés
de I'angle droit d'un triangle rectangle est égale au
demi-produit de la longueur de ces cotés.

DUPLICATION DU CUBE

Hippocrate s est également intéressé au probléme de la
« duplication du cube ». Ce probleme consigtait a cons-
truire, alaregle et au compas, un cube dont le volume soit
le double du volume d’un cube donné.

En cherchant une solution a ce probleme, Hippocrate a
voulu généraliser la démarche consistant a construire un
carré dont |'aire est égale a celle d'un rectangle donné.
Rappel ons cette procédure :

Considérons un rectangle de cotés a et b.

A I'aide du compas, reportons les longueurs des deux
segments bout & bout sur une méme droite.

Tragons le demi-cercle dont le diamétre est de longueur
a+hb.

Elevons la perpendiculaire au point de jonction des seg-
ments de longueurs a et b.

Puisgue tout triangle inscrit dans un demi-cercle est rec-
tangle et que dans un triangle rectangle la hauteur est
moyenne proportionnelle entre les deux segments qu’ elle
détermine sur | hypoténuse, on a:

a c
c b
d’ou I'on obtient :
c?=ab

C’et donc dire que c est lalongueur du carrédont I’ aire est
égale a celle du rectangle de cotés a et b.

Algébriquement, la construction du carré revient atrouver
x tel que:

a X

X b
En voulant généraliser cette démarche pour la contruction
d’unvolumedouble, Hippocratearamenéleproblémeala
recherche de segments x et y tels que :



La contrainte éant b = 2a, il a pu obtenir un probleme
équivalent a:

a_x_y

X y 2a

Les deux premiers rapports donnent alors :

y="-
a

Les premier et le troisieme rapport donnent :
2a% = xy
et, par substitution, on obtient :
2a%=x3
gui est la relation algébrique exrimant la duplication du
cube. 1l fut incapable de résoudre cette proportion.

CONCLUSION

Hippocrate est le premier a avoir déterminé |'aire de
figures géométriques délimitées par des courbes. Cescour-
bes étaient des arcs de cercle, mais dans ses démarches, il
afait preuve de créativité et d’ une bonne connaissance de
la géométrie. Des développements plus importants sur le
calcul d' airesseront réalisésavec laméthode d’ exhaustion.

EXERCICES

Etablir larelation entre |la somme des aires des lunules et
les cbtés des figures porteuses dans les cas suivants :

a
b) a a
2a
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