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CHAPITRE 9

EXERCICES 9.2

1

N

a) T =i Pet 7= 1 puisque i est un vecteur unitaire. Donc i « i =1.
On peut également exprimer le vecteur souslaforme i = (1; 0; 0) pour obtenir le méme
résultat.

—1

b) T+i = |7et ||T] =1 puisque j est un vecteur unitaire. Donc '+ = 1. P
X
On peut également exprimer le vecteur souslaforme j = (0; 1; 0) pour obtenir le méme

résultat.

o) ] =IT1]] cos90°=1x1x0 =0.0n peut également exprimer lesvecteurssous|a
forme i =(1;0;0) et j = (O; 1; 0) pour obtenir le méme résultat.

d) jek=]7] Ikl cos90°=1x1x0 =0.0n peut également exprimer les vecteurs souslaforme j = (0; 1; 0) et K
= (0; 0; 1) pour obtenir le méme résultat.

&) ((+7)e( +K) =i oi + & + & 4 & =1+0+0 +0 =1

f) (T +] +K)o(T+K) =T el + ok +] o + & 4 oi & ok =1 +0+0+0+0+1=2

a) 11 b) 51
c) -51 d) —40

e v=(27 +3] +2K)e (27 +2j —=5k) =4+6-10 =0
L es vecteurs sont donc perpendiculaires puisgue le produit scalaire est nul.

a) Puisque cos(U, V) = etque U = (2; 4; 1) et V =(2; 3; =2), on trouve :

Uev
Tal vl
UeV=4+12-2=14, | Ul =4 +16 +1 =21, || VI =4 +9 +4 =/17,d'ol
_Gev 14
Clal vl V21417
b) 27° ¢ 104,9° d)

=0,740959... et (), V) = arccos (0, 740959...) = 42,19°

(xy)B
Soit un cercle de rayon a, tragons un systeme d’ axes dont I’ origine coincide avec
le centre du cercle, I’ équation de ce cercle est donc

X2 +y2 = a2
Tragons un triangle dont I” un des cotés est |e diamétre du cercle. Les coordonnées
des sommets al’ extrémité du diametre sont donc (—a; 0) et (a; 0), les coordonnées
de I’ autre sommet sont (X; y), un point du cercle.

L es composantes des vecteurs AB et CB formés par les cotés du triangle sont :

AB =(x+ay)et CB = (x—a;y)
le produit scalaire de ces vecteurs donne::

AB « CB =(x+a )+ (x-ay)
=(x+a) (x—a) +y?
=x2—a2+y2=0, puisque X2 + y2 = a2
Le produit scalaire étant nul, cela signifie que les vecteurs sont perpendiculaires. Puisque le point (x; y) est un point
quelconqgue de la circonférence, |e raisonnement est valide pour tous les points de la circonférence. |1 s ensuit que tout
angle inscrit dans un demi-cercle est un angle droit.
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6. Il faut déterminer les vecteurs ﬁ, AC et BC et vérifier s deux de ces vecteurs sont perpendiculaires en utilisant le
produit scalaire.

a)

b)

0)

d)

AB = (6;4), AC = (2, -3) et BC = (—4; =7). Letriangle est rectangle en A puisque
AB+ AC =(6;4)+ (2, -3)=12-12=0.

AB= 3,1, AC = (4,11) et BC= (1; 12). Letriangle n’ est pas rectangle puisque tous les produits sont non nuls.

ABe AC =1, AB- BC=—9et AC+ BC =136.
AB =(-5,-2,2), AC = (=3;-3; 6) et BC=(2; —1; 4). Letriangle est rectangle en B puisque
ABe BC =(-5,-2;2)+ (21,4 =-10+2+8=0.

AB = (=2; 4; 4), AC = (3,5, 7) et BC = (5; -9; 3). Letriangle n’ est pas rectangle puisgue tous les produits sont

nonnuls. ABs AC =2, AB+ BC =—34¢et AC+ BC =81

7. En procédant géométriquement, on détermine la composante du vecteur représen-

tant laforce dans le sens du déplacement, soit :
| E || cos26° et letravail est :

T=
Ontrouve donc = 11,2 kJ

Eed=IFIIldlcos26° =250x50cos26°=11234,9J

En procédant algébriquement, on détermine les composantes algébriques du vec-
teur représentant la force et du vecteur représentant le déplacement, On aalors:

F = (250 cos 26°; 250 sin 26°) et d= (50; 0).
Le produit scalaire de ces vecteurs al gébriques donne aors :

od = (250 cos 26°; 250 sin 26°) « (50; 0)

E

= 250x50c0os26°=11234,9J

Ontrouvedonc = 11,2 kJ

8. a

b)

La force s exerce dans le sens du déplacement. Il faut cependant trouver le Q
déplacement, soit la longueur du plan incliné ou de I’hypoténuse du triangle o
rectangle. On trouve alors : 20

(250 cos 26°; 250 sin 26°)

w9

I d Il =6 cosec 20° et puisque | F || =200 N, letravail est :

T =200 x 6 cosec 20° = 3 508,56 J.

Sila forc<_a était appliquée horizontalement, la description algébrique des vec- o Cogaclo o
teurs serait : 3

F =(F,; 0 et d = (6 cot 20°; 6) 6 cot 20°
Letravail est donné par le produit scalaire, soit : y
T=F.d= (F,; 0) « (6 cot 20°; 6) = 6 F, cot 20° d’= (6 cot 20°; 6)

Letravail effectué est le méme, on adonc :
6 F, cot 20° = 200 x 6 cosec 20°, ce qui donne :

_ 200
X c0os20°
Pour monter verticalement le bloc a une hauteur de 6 m, il faut effectuer le
méme travail. La description algébrique des vecteurs serait
F =(0; F) et d = (0; 6). Letravail effectué est le méme, on adonc :
6 F, =200 x 6 cosec 20°, ce qui donne:
Fy = 200 cosec 20°= 584,76 N, soit une force d' environ 585 N.

=212,84 =213 N. L'intensité delaforce devrait ére de 213 N.
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9. a) Laforce s'exerce dans le sens du déplacement qui est de 5 m et puisque

I Fll=200N, letravail est:
T =200 x5=1000 J. Letravail effectué est 1000 J = 1kJ.
b) Si laforce était appliquée horizontalement, |a description algébrique des vec-
teurs serait : \
F=(F;0)etd=(43) L
Letravail est donné par e produit scalaire, soit :
T=Fe+d=(F;0)*(43)=4F, F=(F;0) X
Letravail effectué est le méme, on adonc: y
4F, =1000J, cequi donne: F, =250 N. F
¢) Pour monter verticalement le bloc a une hauteur de 3 m, il faut effectuer le
méme travail. La description algébrique des vecteurs serait : d’=(0; 3)
F=(0OF) et d=(03)
Letravail effectué est le méme, on adonc :
3Fy = 1000, ce qui donne Fy =333N.

10. &) Enreprésentant les vecteurs algébriquement, ona:
F =(1500; 0) et d = (12; 5)

Letravail est donné par le produit scalaire, soit : y d’=(12; 5)
T=E «d =(1500; 0) * (12; 5) = 18 000 J = 18 kJ i
b) Pour monter verticalement le bloc a une hauteur de 5 m, il faut effectuer le T

" : - L \ F = (1500;0) X
méme travail. La description algébrique des vecteurs serait : y ( )

F=(0:F) et d=(05 F= (0:F)
Letravail effectué est le méme, on adonc :
5Fy = 18000, ce qui donne Fy = 3600 N.
Laforce nécessaire serait de 3,6 kN.

11. Ledéplacement étant horizontal, on a:
d = (10; 0)
Les vecteurs algébriques sont :
F 1 = (200 cos 315°; 200 sin 315°) et
F, = (300 cos 30°; 300 sin 30°) ‘y

F= (300 cos 30°; 300 sin 30°)
Puisgue le produit scalaire est distributif sur I’addition des vecteurs, on peut

procéder comme suit : >

Batetiing d=(0,0)
T=d«(E,+ E,) =10 (200 cos 315° + 300 cos 30°) . S
= 4012 J soit environ 4 kJ. Fi = (200 cos 315°; 200 sin 315°%)

12. a) Soit P(x; y; 2) un point quelconque de R®. P est dansleplan [] s et seule- z

ment si |e vecteur @5 = (x—10; y + 2; 2) est perpendiculaire au vecteur /
N= (5; 10; 6) normal au plan, c'est-a-dire s et seulement s le produit ya
scalaire de ces vecteurs est nul.
Ne+QP=(5106)s x-10;y+2:2 =0
Cequi donne: 5x—50+ 10y + 20+ 6z=0 2
et: 5X+10y+62:30 \Q T T N S T
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b) Soit P(x; y; 2 un point quelconque de R®. P est dansleplan [ si et seule-

ment si le vecteur @5 =(X—2;y, z—3) est perpendiculaire au vecteur N=
(3; —4; 2) normal au plan, ¢’ est-a-dire si et seulement si le produit scalaire
de ces vecteurs est nul.

N - @5:(3;—4; 2)e x-2,y;z-3)=0
Cequidonne: 3x—6-4y+20+2z2-6=0
et: 3X-—-4y+ 2z=12

c) Soit P(x; y; 2 un point quelconque de R®. Pest dansleplan [ si et seule-

ment si |e vecteur @5 =(X; y; z— 3) est perpendiculaire au vecteur N= 3;
0; 5) normal au plan, ¢’ est-a-diresi et seulement si le produit scalaire de ces
vecteurs est nul.

N+QP=(305¢ (xy,z-3)=0
Cequi donne: 3x+5z—-15=0
et: 3x+5z=15

d) Soit P(x; y; 2 un point quelconque de R®. Pest dansleplan [ si et seule-
ment si le vecteur @5 =(x—3; y—4; z—5) est perpendiculaire au vecteur

N= (1; 0; 0) normal au plan, c’est-a-dire si et seulement si le produit sca
laire de ces vecteurs est nul.

N+QP=(300)¢(x-3y-42-5) =0
Cequidonne: x —3=0
et: x=3

tz

13. Les deux plans ont un méme vecteur normal N = (2; =3; 5). Les vecteurs
normaux sont paralléles, les plans |e sont donc également.

14. Le vecteur normal a[], est N, = (3; 4; 5) et le vecteur normal a [], est
N , = (2,4, 2). Le produit scalaire de ces vecteurs donne :

N,* N,=(3;4;5)+ (2 —4; 2) =616+ 10 = 0. Les vecteurs sont donc perpendi-
culaires. Les plans sont donc également perpendiculaires.

15. Les vecteurs normaux sont ﬁl =(2,-1; 3) et ﬁz = (1; —4; 5). Ces vecteurs ne
sont pas colinéaires puisque le rapport des composantes de méme rang n'’ est pas
constant. Ils ne sont pas perpendiculaires non plus puisque :

N,* N, =(2-13)+(1;45=2+4+15=21#0.
Les plans ne sont ni paraléles ni perpendiculaires, ils sont donc concourants ou
sécants.
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16. Leproduit scalaire du vecteur normal au plan et du vecteur directeur de la droite donne:
(=3;2;,5)*(4; 1, -2) =12+ 2 + 10 = 0. Les vecteurs sont donc perpendiculaires et la droite est paralléle au plan.

17. Le vecteur directeur de la droite est (-3; —2; 2) et le vecteur normal du plan est (6; 4; —4). Ces deux vecteurs sont
colinéaires, celasignifie que ladroite est perpendiculaire au plan.

18. a) Lesvecteursdirecteurs des droites sont Bl =(-3;5;2) et 52 =(-6; 4, -5). Ontrouve dors:

—_— —

D, *D. 28 O 28 Qg
cosf=—+ 2 = et B=arcos = 58.83°.
|5, || 5| 3877 S8 77
b) Lesvecteurs directeurs des droites sont ﬁl =(-2;4;,-5) et 52 = (7, -5; =3). On trouve dors:
D,+D, -19 0 -19 o .
cosf = 2 et 0=arcos =~108,11°. L’angle aigu est de 71,89°.
DI s /a3t o
c) Lesvecteurs directeurs des droites sont Bl = AB = (3, -3;,-2) et Bz = CD= (-10; —2; 17). On trouve dors:
cosf = i _SL et 0=arcoss— >0 ;SEL D= 108 59°. L' angle aigu est de 51,41°.
| o, H | D, H V22+/393 [h22~/3930
d) Lesvecteurs directeurs des droites sont B, = N, = (2, -3; 2) et B,= CD = (2; -12; -3). Ontrouve alors:
H'B) 34 s C7/
cos6 = 2 — e Bf=ar =48,
| D, H | D, H N17+157 071771570

19. a) Pour trouver |’ angle entre deux plans sécants, on détermine d' abord les vecteurs normaux aux plans. Puis, on utilise
le produit scalaire pour calculer I angle entre lesvecteurs. Lorsque cet angle est comprisentre 0° et 90°, ¢'est|’angle
cherché. Lorsque I’ angle entre les vecteurs est compris entre 90° et 180°, I’ angle entre les plans est I angle suppl &
mentaire de |’ angle trouvé entre les vecteurs.

Dans ce cas, les vecteurs normaux sont Wl =(1,0;0) et ﬁzz (2; 3;2). Onaadors:

\NN\

H H ﬂﬁete:arccosm\ fE_BO% °

L’angle entre les plans est donc d’ environ 61°.

cos =

b) 14° c) 70,6° d) 42,1°

20. a) Levecteur N= (2; 3) est normal aA. En posant y = 0 dans |’ équation de la droite, on obtient x = 1. Le point R(1; 0)
est donc sur ladroite A. On adors:
RQ =(-3,5) - (1 0) = (4 5)
L’angle entre les vecteurs est alors donné par :

Q- O
0 = arccos N —arccos O, 70,55°
HHRQ\HNH N34 WD

Puisque 0 < 6 < 90°, I’angle entre les cotés du triangleest a = 6
Ladistance cherchée est lalongueur du coté adjacent al’ angle a dont on connait I” hypo-

—
ténuse, soit lalongueur de RQ. On trouve alors:

7

=1941...
rrs NEla

d(@,M)=PR=| RO/ cosa =34 x

Ladistance est donc d’ environ 1,94 unité.
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b)
21. a)
b)
22. a)

Le vecteur D = (—2; —4) est un vecteur directeur de la droite. On connait le point
R(3; -5) sur ladroite A. Onaaors:

RQ =(6,-5)~(3;-5)=(3;0)

L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

ad a
0 = arccos B&H— arccos O — r D =116,57°

Puisgue 90° < 6 < 180°, I’angle entre les cotés du triangle est a = 180° — 6= 63,43°

Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’angle a et | hypoténuse est lalongueur de ﬁj Ontrouve
aors:

d(@Q,M)=PR=| RQ| sna =3sin6343° = 2,683...
Ladistance est d' environ 2,68 unités.

Levecteur D = (—2; 4) est un vecteur directeur des deux droites. On connait le
point R(6; 8) sur ladroite A, et le point Q(-3; 7) sur ladroite A,. Onaalors:
RO =(-3,7)-(6:8) = (-9;-1)

L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

ad a
0 = arccos Bua— arccos O J470 g~ 69, 78°

Puisque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 69,78°

Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’angle a et I hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:

d(@,M)=PR=| RQ| sna =~/82sin74,24° =8,497...
Ladistance est d’ environ 8,50 unités.
Levecteur N = (2; 3) est normal aux deux droites. De plusle point R(0; 6) est sur
ladroite A, et le point Q(0; —8) est sur ladroite A,. On aaors:

RQ = (0;-8) - (0; 6) = (0; -14)
L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

0 RQ-e N U 42 O
0 = arccos = arcco! =146,31°
Hra|INIH S 16 130"

Puisgue 90° < 6 < 180°, I’angle entre les cotés du triangle est a = 180° — 6 = 33,69°
Ladistance cherchée est lalongueur du cété adjacent al’ angle a et | hypoténuse est

lalongueur de ﬁj Ontrouveaors:

d(@,M) = PR=| RO/ cosa =196 cos33,69° =11,648...
Ladistance est d’ environ 11,65 unités.

Le vecteur normal est N = (1; 2; 2). Lepoint R(12; 6; 6) est un point de []. Onaalors:
RQ= (12; 6, 6) — (2; 3; 4) = (10 3; 2)
0 RQeN O 0 20 [

6= ——=5116°
arccos H RQ\ HN E arccosD\nSNgD 1,

Puisque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 51,16°

Ladistance cherchée est lalongueur du cbté adjacent al’ angle a et I’ hypoténuse est lalongueur de RT;S Ontrouve
aors:

d(@,M) =PR=| RQ| cosa =113 cos51,16° = 6,666...
Ladistance est donc de 6,7 unités.



Chapitre 9 — Produits de vecteurs 111

b) Levecteur normal est N = (3;—2; 7). Le point R(15; 0; 0) est un point de []. Onadors:
RQ-= (-6; 4; —3) —(15; 0: 0) = (21; 4; -3).

RQ-N O -2 O .
0= arccos H RQ\ H N B_arCCOSDAGGx 62D~122,77

Puisque 90° < 6 < 180°, I’angle entre les ctés du triangle est a = 180° — 6 = 57,23° _ R !
La distance cherchée est la longueur du coté adjacent a I’angle a et I hypoténuse est 1a

—
longueur de RQ. On trouve dors:

d(@,M)=PR=| RO| cosa =~/466 c0s57,23° =11,684...
Ladistance est donc de 11,68 unités.

23. a) Levecteur normal aux deux plans est N = (3:2,-5). R(4; 0; 0) est un point de [, et Q(8; 5;
0) est un point de |'|2. D’ou @) =(8;5,0)—(4; 0;0)=(12; 5; 0).

0= RQ-N D ~54,97°
arccos H RQ‘ H N E—arccos D\/@N 38|:| ,

Puisgue 0° < 8 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 54,97°
La distance cherchée est lalongueur du coté adjacent al’angle a et I hypoténuse est lalon-

gueur de @) Ontrouveaors:

d(@,M)=PR=| RO| cosa =13c0s54,97° = 7,462...
Ladistance est donc de 7,46 unités.

b) Levecteur normal aux deux plans est N = (1, -3; 7). R(0; 5; 0) est un point de [, et Q(10;—
6;2) est un point de[],. D’ol R—Cj =(10; -6; 2) — (0; 5; 0) = (10; -11, 2).
Q- N O
0= arccos H RQ\ N B—arc 0S DEFD 60,35°

Puisgque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 60,35°
La distance cherchée est lalongueur du coté adjacent al’angle a et I hypoténuse est lalon-

gueur de ﬁj Ontrouveaors:

d(@,M)=PR=| RO| cosa =13c0s54,97° =7,462...
Ladistance est d’ environ 7,42 unités.
c) Levecteur normal est N = (34, 5). R(2; 4; -5) est un point de [, et Q(7,-6;8) est un point
de[l,.
D'ot RQ = (7- -6; 8) — (2; 4; -5) = (5, —10; 13).
Q- N O

O 0_ °
0= arccos H RQ\ HN E—arccos ﬁrm 8,21°

Puisgque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 60,35°
La distance cherchée est lalongueur du coté adjacent al’angle a et I’ hypoténuse est lalon-

gueur de R_Cj Ontrouve aors:

d(@,M)=PR=| RQ| cosa =294 cos8,21° =16,970...
Ladistance est de 16,97 unités.



112 Chapitre 9 — Produits de vecteurs

24. a) Levecteur D= (=3; 8; 2) est un vecteur directeur de ladroite.
On conndlt le point R(2; 6; —5) sur ladroite A. Onaalors:
RO = (5,-1;,7) - (2 6,5) = (3, ~7; 12)
L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

a O
0 =arccos BQH_ arccos O %r D~ 109,19°

Puisgque 90° < 6 < 180°, I’angle entre les cbtés du triangle est a = 180°— 6= 70,81°

Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’angle a et I hypoténuse est lalongueur de @ On trouve
aors:
d(@Q,M) = PR =| RQ| sna =+202sin70,81° =13,422...
Ladistance est d' environ 13,42 unités.
b) Le vecteur D= (7; —4; 8) est un vecteur directeur de ladroite.
On conndlt le point R(7; 5; —8) sur ladroite A. Onaaors:
RQ = (8; 4;2) - (7; 5,-8) = (1, -1; 10)
L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

RQ+D U o 91
0= Hi = S o= 37.50°
arccos ERIE E oS T2 /125 0

Puisque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les ctés du triangle est a = 6 = 37,50°

Ladistance cherchée est lalongueur du c6té opposé al’angle a et I hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:

d(@,M) = PR=| RQ| sna =~102sin37,50° = 6,148...
Ladistance est d environ 6,15 unités.
c) Lepoint R(2; =3; 1) est un point de la droite. Le vecteur directeur est équipollent au

vecteur RS.
L es vecteurs sont R_Q> =(5;-5;11) et D=RS= (3; 0; =3). L’angle entre les vecteurs
est alors donné par :
Q.D O o -18 [
0 = arccos = arccos m———~108,93°
HH RQ\ I5IH 0V1714180
Puisque 90° < 6 < 180°, I’angle entre les cotés du triangle est a = 180° — 6 = 71,07°

Ladistance cherchée est lalongueur du c6té opposé al’angle a et I hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:

d(@,M) = PR =| RQ| sina =+171sin71,07° =12, 369..
Ladistance est donc d’ environ 12,37 unités.

25. a) Levecteur D= (=2; 4, -5) est un vecteur directeur des deux droites. On connait e
point R(6; 2, -3) sur ladroite A, et le point Q(4; —7; 8) sur ladroite A,. Onaalors:
RQ = (4, -7 8) - (6; 2, -3) = (-2, -9; 11)
L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

t RQ- D O
0= Bi — Ue 154,64°
arccos RQ\ H D E arccosD 0 \ﬁ;‘)

Puisgue 90° < 6 < 180°, I’angle entre les cotés du triangle est a = 80° — 6 = 25,36°

—
Ladistance cherchée est lalongueur du c6té opposé al’angle a et I hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:



b)

26. a)

b)
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d(@Q,M) = PR =| RQ| sna =~/206sin25,36° = 6,147...

Ladistance est d’ environ 6,15 unités.
Le vecteur D = (=3; 5; 2) est un vecteur directeur des deux droites. On connait le
point R(4; 7, -5) sur ladroite A, et le point Q(8; —3; 4) sur ladroite A,. On aalors:
RO = (8, -3, 4) - (4, 7;5) = (4,-10; 9)
L"angle entre les vecteurs est alors donné par :

0 R—(jo B 0 0o 44 0

0 = arccos [———=-—[]= arccos 5——=120,57°

Hra| 5 H 0J197+/38 0

Puisgue 90° < 0 < 180°, I’angle entre les cotés du triangle est a = 80° — 6 = 59,43°

—
Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’ angle a et I’ hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:

d(Q,M) = PR =| RQ| sna =197 sin59,43° =12,084...
Ladistance est d’ environ 12,08 unités.

Levecteur N = (7; 1; —2) est un vecteur normal au plan et le vecteur D= (-2; 4; -5) est
un vecteur directeur deladroite. A I aide de cces vecteurs, on peut vérifier si ladroite et
le plan sont bien paralléles. Le produit scalaire donne ;

N+D =(7;1,-2)*(-2;4,-5)=-14+4+10=0

Ladroite et la plan sont paralléles puisque les vecteurs sont perpendiculaires.
Considérons e point R(0; 0; —6) sur le plan [] et le point Q(5; 7; —2) sur ladroite A. On
adors:

RQ = (5, 7,-2) - (0; 0, ~6) = (5; 7; 4)

L’angle entre les vecteurs RTj et D est alors donné par

0 RQ.D U 0 2 0
0 = arccos [fr— T =7[]= &ccos =——r——= 91,80°
Hra]I Bl UVo0+450]
Puisgue 90° < 6 < 180°, I’angle entre les ctés du triangle est a = 180° — 0 = 88,20°

—
Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’ angle a et I’ hypoténuse est lalongueur de RQ. On trouve
aors:

d(Q,M)=PR=| RQ| sna =/90sin88,20° =9,482...
Ladistance est d’ environ 9,48 unités.
Note : on peut également procéder en considérant les vecteurs N et R_(j pour trouver la distance. On utilise alors
I"angle complémentaire de a.
Levecteur N = (1; 1; —1) est un vecteur normal au plan et le vecteur D= (-3;5;2) est
un vecteur directeur deladroite. A I aide de cces vecteurs, on peut vérifier si ladroite et
le plan sont bien paralléles. Le produit scalaire donne ;
NeD =(L1-1)+(-35/2 ==3+5-2=0
Ladroite et la plan sont paralléles puisque les vecteurs sont perpendiculaires.
Considérons e point R(42; 0; 0) sur le plan [] et le point Q(4; 7; -5) sur ladroite A. On
adors:

RQ = (4; 7; -5) - (42; 0; 0) = (-38; 7; -5)

— )
L angle entre les vecteurs RQ et D est alors donné par :
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0 RQ.D O O 139
0 =arccos (————-[]= accos 5— = 54,64°
Hra|15IH [\1518+38 0
Puisque 0° < 6 < 90°, I'angle entre les cotés du triangle est a = 6 = 54,64°

La distance cherchée est lalongueur du coté opposé al’angle a et I" hypoténuse est lalongueur de R_(j On trouve
aors:

d(@,M) = PR =| RQ| sna =+1518 sin54,64° = 31, 774...
Ladistance est d’ environ 31,77 unités.

9.4 EXERCICES

1 a)
b)
d)
2. a

b)

d)

ik ) )
Uxv={1 -1 1[=i1-1)-j1-1) +k(1+1) =2} +xX
1 14
Le produit vectoriel donne 2j + 2k =(0;2;2).
Uxv=8i—]—-5k =(8-1-5) € Uxv=5i+7] -k =(57,-1)

0%V =60i +48] +135k =(60;48;135)

Le produit vectoriel donne un vecteur perpendiculairea U et a V. Onadonc:

]k ) )
Uxv=|1 -3 2[=i(-9+10)—](3—4) +k(-5+6) =i + k.
2 5 3

Le vecteur cherché est donc W = U x V = (1; 1; 1). On peut vérifier que ce vecteur est bien perpendiculaire aux
vecteurs U et V al’aide du produit scalaire.

Onobtient alors U « W = (1; -3; 2)¢(1; 1; 1) =1 -3+ 2 =0. Par conséquent, les vecteurs U et W sont perpendicu-
laires.

Onaégalement v « w =(2; -5; 3)*(1; 1; 1) = 2—-5+ 3= 0. Par conséquent, les vecteurs vV et W sont perpendicu-
laires.

L e produit vectoriel donne un vecteur perpendiculairea d et a v. On adonc :

k
3

=

I ; o
ixv=4 =2 =i (-4-9)—](8-15) +k (12 +10) =13 +7] +2X.
3

5
Levecteur cherchéest donc w = U x v =(=13; 7; 22). On peut vérifier que ce vecteur est bien perpendiculaire aux
vecteurs U et V al’aide du produit scalaire.

On obtient alors U « W = (4; —2; 3)*(-13; 7; 22) = -52 — 14 + 66 = 0. Par conséquent, les vecteurs U et W sont
perpendiculaires.

Onaégaement Vv e W = (5; 3; 2)¢(-13; 7; 22) = —65 + 21 + 44 = 0. Par conséquent, les vecteurs V et W sont
perpendiculaires.

Le produit vectoriel donne un vecteur perpendiculairea U et a v. Onadonc:

2

i ok ) )
Uxv=|2 -1 4|=1(1+12)—j(2-8) +k(-6 +2) =13 +0] — 4.
2 3 41

Levecteur cherchéest donc w = U x V = (13; 10; —4). On peut vérifier que ce vecteur est bien perpendiculaire aux
vecteurs U et V al’aide du produit scalaire. On obtient alors:

U w =(2;—1; 4)+(13; 10; —4) = 26 — 10 — 16 = 0. Par conséquent, les vecteurs U et W sont perpendiculaires.
On aégaement V « W = (2; =3; —1)*(13; 10; —4) = 26 — 30 + 4 = 0. Par conséquent, les vecteurs vV et W sont
perpendiculaires.

Le produit vectoriel donne un vecteur perpendiculairea U et V. Onadonc:



b)

b)
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i ]k

-2 3
0 45

Levecteur cherchéest donc W = 0 x v = (=22; 0; 0). On peut vérifier que ce vecteur est bien perpendiculaire aux

vecteurs U et V al’aide du produit scalaire. On obtient alors :

Ue W =(0;-2; 3)* (—22; 0; 0) =0+ 0+ 0= 0. Par conséquent, les vecteurs U et W sont perpendiculaires.

On aégalement V » W = (0; 4; 5)° (—22; 0; 0) =0+ 0+ 0= 0. Par conséquent, les vecteurs V et W sont perpendicu-

laires.

o

Uxv= ={(-10-12) - (0—0) +k (0 +0) =—22" +0] +X.

i Jk ) B
Uxv= 7 3|=i(14 +15—](-10-12) +k (25—-28) =29 +22] — Xk
-5 2
L' aire du parallé ogramme est donnée par le module du produit vectoriel, soit :

| ax v [ =+/29% +22 +(-3)2 =v1334 =36,5 unitésd aire.

-5
4

AB =(3; 2;5) et AD = (5, 6; 8), d'ou:
ABxAD=|3 2 5|=i(16+30)—](24—25 +k(-18—-10) =46 +] —2&
5 6 8

L’ aire du parallélogramme est donnée par le module du produit vectoriel, soit :

| ABxAD | =462 +12 +(—28)2 =/2901 =539 unités d aire.

L'aire du triangle ABC est la moitié de I’ aire du parallélogramme construit sur les vecteurs
AB et AC.Ontrouve AB = (-2, —1; 9) et AC =(-5;3;3),d'ou

— — r I k — i
ABxAC=| -2 -1 9|={(=83-27)—] (-6 +45) +k(-6—5) =—30 —39] -1k
5 3 3

_IABxAC | _ (302 +(-39)2 +(-11)> _ V2542

=252 unités d' aire.
A 2 2 2

L'airedutriangle ABC est lamoitié de |’ aire du parallélogramme construit sur les vecteurs
AB et AC.Ontrouve AB = (—4; 4; 0) et AC =(4; 0; 4), d’ou
—_— — r I IZ — —
ABXAC=| -4 4 0|=i(16-0)—](-16—-0) +k (0 +16) =161 +16] +16
-4 0 4
ABxAC 162 +162 +162 /768 _16\3 __ . .
A, = H xAC | :\/ 67+167+167 _ V768 _16\3 =8v3 =139 unités d’ aire.
2 2 2 2

. ~ = _laxvl o

Puisque | ax v [I=l ul h,adors h= Y . Aindi, pour trouver la hauteur abaissée

sur labase AB, il faut calculer I’ aire du parallé ogramme construit sur les vecteurs AB et
AD et diviser cette aire par la base du parallélogramme, soit le module du vecteur AB.
L'aire du parallélogramme ABCD est égale al’ aire du parallélogramme construit sur les vec-
teurs algébriques AB et AD. On trouve:

AB = (3;2;5) et AD = (4,-9;7),dou:
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b)

b)

j K 3 )
2 5|=i(14 +45)—j (21— 20) +k (-27-8) =59 —| —3%K
7

L aire du parallélogramme est donnée par le module du produit vectoriel, soit

| ABxAB ||=+/592 +(<1)? +(~35)% =+/4707 unités daire.
Lemodule du vecteur AB est | AB || =+/32 +22 +52 =+/38 unités.

La hauteur du parallélogramme est alors

h= || ABxAD || _ V4707 unitésdaire
| 2B | /38 unités

=11,1 unités.

Enjoignant les points milieux d' un quadrilatére quel conque, on obtient un parallélogramme. 11 faut donc déterminer
les coordonnées des points milieux des cotés du quadrilatére. On trouve A(4; 0; 2), B(5;
4;-3),C(1; 5; 2) et D(0; 1; 7). On adors:

AB = (1; 4 -5) et AD = (4 1;5),d'od:

I L B} ) L
ABxAD=| 1 2 -5|=i(20+5)—](5-20) +K(1 +16) =25 +15] HK
4 1 5

L aire du parallé ogramme est donnée par le module du produit vectoriel, soit :
| ABxAD | =v252 +15% +17% =41139 unités d'aire. A, B, CetD sontles

points milieux des cotés.
Le module du vecteur AB est | AB =12 +42 +(-5)% =42 unités.

La hauteur du parallélogramme est alors :

_ || ABxAD || _ ~1139 unitésdaire _ L,
h= = — =5,2 unités.
|| AB || v 42 unités

L aire d'un triangle est le demi-produit de la base par la hauteur. On peut donc trouver la hauteur du triangle en
multipliant son aire par 2 et en divisant par labase. L' aire du triangle ABC est lamoitié del’ aire du parallélogramme
construit sur les vecteurs ABet AC.

Ontrouve AB = (1; 8;-7) et AC =(=3; 6;0), d'ou:

SN Pkl q : I
ABxAC=| 1 8 —7|=7(0+42)—[(0-21) +K(6 +24) =42 +21] +3K
3 6 0
AB« AR [ 92 2 2 /
AA:” AB"ZAC | va +221 30 . 3305=27,9unit0&sd’aire.

Lemodule du vecteur AB est | AB [|=+12 +82 +(=7)2 =114 unités.

|| ABxAC || _ /3105 unitésdaire
I AB V114 unités

Ontrouve AB = (—4; 3; 0) et AC =(-1; —2; 6), d'ou :

=5,2 unités.

Lahauteur est h=

i j ok B B
ABxAC=| 4 3 0|=i(18-0)—](-24—0) +k(8 +3) =18 +24] +K
-1 2 6
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b)

©)

d)
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=16,0 unitésd’aire.

_IABxAC| _18?+24?+122 _ 1021
A 2 2 2
Le module du vecteur AB et | AB ”=w/(—4)2 +3%2 +0? =425 =5 unités.

o hetteur et h:II ABXAC | _ 1021 wnitésdare o, e
I aB 5 unités

Le produit vectoriel donne un vecteur perpendiculairea U et V. En multipliant ce vecteur par I'inverse du module
du produit vectoriel, on obtiendra un vecteur unitaire perpendiculairea d et v. Onadonc :

—

i)
X

<l
1

=7 (20-12)—j(0—0) +k (0—0) =8 +0] +X

(G SR

i
4
6

o o

Levecteur W= U x V =(8; 0; 0) est donc perpendiculairea U et V. De plus, son moduleest || W | =8. Le vecteur

w 1
T 25(8; 0;0) =(3,0;0) est aors un vecteur unitaire perpendiculaire & U et V. On remarque que le vecteur

—W

Tl =(-1,0;0) est également un vecteur unitaire perpendiculairea U et V.
j

-5

K
3|=i(20-18)—j (-8—-0) +k (12-0) =2 +8] 1K
6 4

cl
X
<
Il

O N

Le vecteur W= U x V = (2; 8; 12) est donc perpendiculaire a U et V. De plus son module est
N w 1 gl . 4

= /22 +82 +12% =212 =24/53. Levecteur —— =———(2:812) =3 =—;—=_: > Heg alorsun vec-

Il 2«/53( ) 0V53'4/53 «/ O

teur unitaire perpendiculairea U et v.

P ] K . )
Uxv=|-3 4 5|=i(-16 +10)—j(12—20) +k (6—16) =—6 +8] —1k
4 2 4
Le vecteur W= 0 x V = (-6; 8; —10) est donc perpendiculaire a U et V. De plus, son module est

) wo_ o1 3 4
I W | =y/(=6)? +82 +(<10)2 =+/200 =102. Levecteur m—m(—Gs -10) = _DST ek \FDestanrs

un vecteur unitaire perpendiculairea U et V.

i J k - B
Uxv=| -3 2 —1|=i(4-4)—j(-6+6) +k(12-12) =0i —0j +X
6 4 2
Le produit vectoriel est nul, les vecteurs U et V sont donc paralléles et on ne peut U

trouver un vecteur perpendiculaire par ce procédé. Dans un tel cas, tout vecteur per-
pendiculaire a U est perpendiculaire a V. Il existe une infinité de vecteurs unitaires
perpendiculairesa U et V. Ains, tousles vecteurs perpendiculairesa U et dont I’ ex-
trémité est sur un cercle de rayon unitaire centré al’ origine du vecteur U satisfont a
la condition.

<!

Géométriquement, on peut procéder de deux facons.
On peut trouver le bras du moment, soit lalongueur BC et multiplier par I’intensité

delaforce, ce qui donne: C
BC =183sin 70° et M = 1,83 sin70° x 225 = 387 N'm = 387 J. g
On peut également faire le produit de lalongueur BA par lacomposantedelaforce A

qui est perpendiculaire aBA, ce qui donne:
M = 1,83 x 225 sin70° = 387 N'm = 387 J.

F
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b)

9. a

b)

0)
d)

Algébriguement, on représente la situation par des vecteurs algébriques dans ?y
un espace tridimensionnel en considérant que le bras et la force sont dansle T = (1,83 cos 160°; 1,83 sin 160°; 0)
plan xy. Onaaors F = (225 cos 270°; 225 sin 270°; 0) = (0; —225; 0) et

I = (1,83 cos 160°; 1,83 sin 160°; 0), représentés graphiquement ci-contre. ~~ ~ ="~ 1"~~~ ""°~ Ty
Le moment algébrique est alors :

F = (0; —225; 0)
i i K o )
7 xE =| 1,83c0s160° 1,83sin160° 0 | =0i —0] +(1,83c0s160° x—225)K
0 -225 0

On obtient donc Oi + 0] + 387k, larotation est de sens antihoraire puisque le coefficient de k est positif et son
intensité est le module du vecteur, soit M = 387 N'm.

Géométriquement, on a:

- B 2m | c

I FlIl=AB=42%+(15) =2,5m; -
S I
6 =15° +arctan12-U= 6g,13° N g
(i, 50

IM =l 71Il El sind=25x50xsin6813°=116 N.m / A
Onadonc M =116 N'm et larotation est manifestement de sens antihoraire. .
Algébriquement, les vecteurs sont : r=(2150

F =(=2;1,5;0) et F = (50 cos255°; 50 sin 255°; 0), représentés graphique-
ment ci-contre.Le produit vectoriel est :

i i K
FxF=| -2 15 0 |=(-100sin255°—75c0s255°)K
50c0s255° 50sin255° 0

Le module du produit vectoriel est alors :
M = (=100 sin 255° — 75 cos 255°) = 116 N'm.

Pour avoir équilibre de rotation, il faut que les moments soient égaux. 20cm_ 35¢cm
2x1 220 sin 65° 2 |
0.2 x 1220 5in 65° = 0,35 F sin 557, ot : F = 0 S 685" _ 771 N, | |
0,35 sin 55° : |
Algébriguement, on doit avoir :
i i K i i K|
-0,2 0 0|+ 0,35 0 0(=0
1220cos245° 1220sin245° 0 Fcos305° Fsin305° 0O
D'ou:

(-0,2x1220sin245°)k +(0,35 x Fsin305°k =0, qui donne :

—0,2x1220sin245° + 0,35 F sin305° =0 et F = 771 N.

Pour avoir équilibre de trandation, il faut que :

1220 cos 245° + F cos 305° = 0, ce qui donne:

F- —1220c0s245°
c0s305°

=899 N.

)

Non
L es discussions sont ouvertes. / Ezz (Fcos 305°; Fsin 305°; 0)
[?1: (1220 cos 245°; 1220 sin 245°; 0)
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La composante F, est paralléle au bras, elle n’a donc aucun moment par rapport a
I"axe. La composante F, ne peut faire tourner le systéme par rapport al’ axe. Elle
peut, si elle est trop grande, entrainer une déformation du bras, ce qui ne devrait pas
étre le cas pour une force de 500 N (L’ étude des contraintes internes reléve de la
résistance des matériaux). Considérons donc que le matériau a été choisi pour résis-
ter facilement & une force de 500 N. Seule la composante Fy a un moment par
rapport al’axe del’essieu. LestrianglesABC et AFG sont semblables et on a

F
cosOCAB= Y= 935 4oy 3 =L'@z
F. 0,35 +0,30° 0,352 +0,30°

LestrianglesACD et AGI sont semblableset on a:

_ 500
/0,352 +0,302 +0,272
Deplus, I =(0; 0,35; 0) puisguel’ on veut déterminer [le momemt e

z

(0,27:0,35;-0,30)

= / 2 2
cosOCAD= e 10357 +030°
F 0,352 +0,30% +0,272
2 2
doil Fyz - /0,35 +0,30 E )
\0,35% +0,302 +0,272 ,
A \
Onadonc: 'x“
(0,27; 0,35; 0)
i 2 2
F,= 035 , 035+030°7 . : 0,35 x500=327,6 N.
\0,352+0,302 /0,352+0,302+0,27> 0,357 +0,30% +0,272
Lemoment est dlors: M =327,6 N x 0,30 m = 98,3 N-m et |’ effet est de sens horaire.
Algébriguement, on peut déterminer un vecteur dont le module .7
:st de 500 N et ladirection est celle de laforce appliquée. On a AT (ZO; 0; 0,30) AL 0; 0; 30)
ors: !
~ '\ || F| =500N Y
F=(F;F,F) ; L

par rapport al’axe del’ essieu. ’,)2(’0,’2’7’; 0,0
Le produit vectoriel donne: (0,27; 0.35: 0) F= (R, FiF)
i J kK o .
rxF=0 035 0 =(0,35F,)i —0j +(-0,35F )
F F, F,
Le moment par rapport al’ axe est donc :
-0,30x500
M =0,35F, =0,35x——— 5 5 =—98,3NIM. | emoment est négatif car larotation est de sens horaire,
40,35 +0,30° +0,27
I F=(-27,01Y
a) M=rxF= 5 -3 0|=07-0j +2%. Y 39
-2 7 0 =
Onadonc M =29 Nm. Le moment est positif car larotation est desens  — X
antihoraire. r 3
(5:-3) 7z r =(5;,-3; 0)
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500cos40° 500sin40° 0

Onadonc M = 71,5 N'm. Le moment est positif, la rotation est de
sens antihoraire.

T TR Y v
b) M=FxF= -4 4 0| =0 -0j—24K. EY e =440
8 2 0 h
Onadonc M =24 N'm. Lemoment est négatif car larotation est de sens
horaire.
I B I R
) M=FxF=|-4 -3 0| =0i -0j —10k.
6 70
Onadonc M =10 N'm. Lemoment est négatif car larotation est de sens
horaire.
; r ,’/
(-4 -3 1= (4,-3,0)
»Zz
r=(0,58; 0,30; 0)
o ) i K . vy
12. a) M=rxF= 0,58 0,30 0 |=715k. |

i j 3 )
b) M=rxF= 062 0,39 0 |=366,23k.
500c0s122° 500sin122° 0

Onadonc M = 366,23 N'm. Le moment est positif, larotation est de
sens antihoraire.

. 3 i j k Ly
13. a) M=rxF = 0,25 0 0 Fl; E
300c0s300° 300sin300° O 300 N\ !
=0,25x300sin330°%k =64, 95k. @:@ | r=(0,25,0;0)
Onadonc M =65 J. Le moment est négaitif, larotationest desens = Eom b X
. »Zz
horaire.
- - - F = (300 cos 300°; 300 sin 300°; 0)
- =~ i J K Fiso Ay
b) M=rxF = 0,25 0 0 300N | |
300c0s220° 300sin220° O 5 E
=0,25x300sin220°%k =-48,21Kk. 3_ 77777777777777 @ 77 > | 1= (0,250, 0)
Onadonc M =48 J. Le moment est négaitif, larotation est de sens s / X
horaire. Yz

14. a) R =7, R =5 RI=860; 6=3554

s T T K||T 7 K| |7 7K E
ZMi=53o+3oo+—4oo
= 230|330/ |2 50

=(15-6)k +(-9-0)k +(—20-0)k =20k
Le moment est négatif, larotation est de sens horaire.
dl Rl=M donne8,60d=20, d'oli d=2,324...
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L e vecteur est tangent a un cercle de rayon 2,324 unités centré a (0; 0), son module est 8,60 unités. Il fait un angle
de 35,54° avec I horizontal e et imprime une rotation de sens horaire.

R =-3 R =0 RI=3 6=0°0u180"

K i

+-1 3 0|+ =2 O
-4 20 -2 -5

(12-6)k +(-2 +12)k +(10-0)k =26k

Le moment est positif, larotation est de sens antihoraire.

dl RlI=M donne3d=26, d'ot d=8,666...

Le vecteur est tangent & un cercle de rayon 8,67 unités centré & (0; 0), son mo-

dule est 3 unités. Il fait un angle de 180° avec I’ horizontal e et imprime une rota-

tion de sens antihoraire.

R =450, R =552 | RlI=713 6=5083"

1=1

<

I
NG
N

K
0 3
0

8,67

XV

i i K k
3 0 0 -3 3 -2 3 0
6c0s60° 6sin60° 0| | 4cos135° 4sin135° 0| | 5c0s330° 5sin330° 0
=18sin60°k —12(sin135° + cos135°)k +15c0s330°) k =33,578...k

Le moment est positif, larotation est de sens antihoraire.

dl RIl= M donne7,13d=33,578..., d'oll d=4,709...

Le vecteur est tangent & un cercle de rayon 4,71 unités centré a (O; 0), son
module est 7,13 unités. Il fait un angle de 50,83° avec I’ horizontale et im-
prime une rotation de sens antihoraire.

i j

K P i
+ 0|+

Ay

7,13

/

X
5,52

50,83°,

Pour que le systéme soit en équilibre de rotation, il faut que M, = 0.
Lesforceset lesbras sont :

Fa=(0; 0),Fa=(As Ay,

r1=(3,5, 0),F1=(900 cos270° 900 sin 270°) = (0; —900)

r,= (7, 0), F;1= (500 cos 270° 500 sin 270°) = (0; -500)

Fr=(7; 0), T =(T cos140°; T sin 140°) .

La somme des produits vectoriels donne : C
K ik
0|+|35 0 O0|+7 O
0 0 -900 O 0 -500

K i i
0|+ 7 0 01|=0
0 Tcosl40° Tsin140° O

D'ou:0-3150-3500+ 7T sin 140° =0
et: 7T sin 140° =6 650 qui donne T =1 477,937...= 1 478 N

Lacondition d’équilibre de trandation est 3} F = 0 et SF, = 0.

Onaadors:
Ty=Tsin140°=950Net
T =T cos140° =-1132,165...= -1 132N

A+ T,=0d o0 A, =-T,=1132N
A +Ty+Py+Py=0

d'oll A, + 950 —900—500 = 0
etA, =450N
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b)

16. a)

Pour que le systéme soit en équilibre de rotation, il faut que Y M, = 0. C
Lesforces et les bras sont :

r'A: (0; O), I_:.A_‘: (Ax; Ay),

r1=(35; 0),F1=(900 cos 270°; 900 sin270°) = (0; —900)
r,=(7; 0),Fq=(500 cos270° 500 sin270°) = (0; -500)
Fr=(5 0), T =(T cos130°; T sin130°).

La somme des produits vectoriels donne : 500 N
- . _ - . - ~ ~ - +y =
i ]k i i k i ] k [ ] k| ! T
0 0 O0|+|35 0 O0|+7 0 O]+ 5 0 01|=0 130° 270°
AAO 0 -900 O 0 500 0| | Tcosl30° Tsinl30° O .
— %

D'ou:0-3150-3500+5T sin130°=0 A
et: 5T sin130° =6 650 qui donne T =1 736,191...= 1 736 N
Lacondition d'équilibre de trandationest 3 F,=0et 3 F, = 0.
Onaadlors:

T,=Tsin130°=1330N et

T,=T cos130° =-1116,002...= -1 116 N
A+T,=0douA=-T,=1116N

A+ T, +Py+Py=0

d'ou A +1330-900-500=0

etA =70N

Pour que le systéme soit en équilibre de rotation, il faut que Y M, = 0.
Lesforceset les bras sont :

Fa=(0; 0),Fa=(Aq Ay,

r1=(35; 0),F1=(900 cos 270°; 900 sin270°) = (0; —900)

r,=(5; 0), F,= (500 cos270° 500 sin 270°) = (0; —500)

Fr=(7; 0), T =(T cos145°; T sin 145°) .

La somme des produits vectoriels donne :

P K K
35 0 O 5 0 O
0 -900 O 0 500 O
D'ot:0-3150-2500+ 7T sin145° =0
et: 7T sin 145° = 5650 qui donne T = 1 407,210... = 1 407 N
Lacondition d’équilibre detrandationest F, =0et 3 F, = 0.
Onaalors:

T,=Tsin 145° = 807,142... = 807 N et

T,=T cos 145° = -1 152,719...= -1 153 N
A+T,=0douA =-T,=1153N

A/+Ty+Ply+P2y:o

d’ou A, + 807 —-900-500=0

etA =593N

i i K
7 0 0
Tcosl4® Tsinl45° 0

i B
+ + =0 ;
1

Pour que |e systeme soit en équilibre de rotation, il faut que yM, = 0.

Lesforces et les bras sont :

=0 0.F,=(A;A)

F1=(2,5c0s50°% 2,5sn50°,F = (1200 cos 270°; 1200 sin 270°) = (0; —1200),
F,=(5c0s50° 5sin50°),F = (3000 cos270°; 3000 sin 270°) = (0; —3000),
Fr=(5c0s50% 5sin50°), T = (T cos180°; T sin 180°) = (T,; 0).

Lemoment desforcesen A est nul, on peut en faire abstraction. La somme des produits
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vectorielsdonne alors:

i j k i i K i ik
2,5c0850° 2,5sin50° O |+| 5c0s50° 5sin50° 0 [+| 5c0s50° 5sin50° 0 |=0
0 -1200 O 0 -3000 O T 0 0

X

D’ ou —3 000cos 50°— 15 000cos 50° — 5sin 50°T, = 0, cela donne :
T, =-3020,759... = =3 021 N.

Deplus, A+ T,=0d o0 A, =-T,=3021 N
Ay + Py + Py =0,douA =4200N.

Pour que |e systeme soit en équilibre de rotation, il faut que yM, = 0.
Lesforces et les bras sont :
r,=(0; 0),F A=A A),
.= (2 1,5),F,=(1200 cos 270°; 1200 sin 270°) = (0; =1200),
,=(4; 3),F,=(3000 cos 270°; 3000 sin 270°) = (0; —3000),
r.=(4 3), T =(T cos180° T sin180°) =(T; 0).
Lemoment desforcesen A est nul, on peut en faire abstraction. Lasomme des produits
vectorielsdonne aors:

=

-~ T

i b k|| K i j ok
2 15 01+ 4 3 0|+ 4 3
0 -1200 O| |0 —3000 O| |T. ©

X

D’ou— 2400 — 12 000 3T, = 0, celadonne:
T,=—4 800N

o o
1
ol

Deplus, A, + T,=0d ou A, =-T, =4 800 N
A},+ Ply+ sz:O
d'ouA,=4200N

Pour que |e systeme soit en équilibre de rotation, il faut que yM, = 0.
Lesforces et les bras sont :

Fa=(00),F,=(A; A),

.= (4, 3),F =(1200 cos 270°; 1200 sin 270°) = (0; -1200),
,=(8cosB; 8sin6), F , = (2400 cos 270°; 2400 sin 270°) = (0; —2400),
(8; 6), T=(Tcos180° T sin180°) = (T, 0).

= = = =

.
i J Kk i [ S T T
4 3 0|+ 8cosB 8snB 0|+ 8 6 0|=0
0 -1200 O 0 —2400 O .00

Celadonne: —4800-19200cos® —6T =0, et:

.
To= 4 800+19_(2500 €058 _ 360 N, puisque cosd = ;’ A 12n [P
Onadors: '

A+T =0douA =-T =3360N.
Deplus, A +P, +P, =0,douA =3600N.

Pour trouver une équation cartésienne d’ un plan passant par les pointsA, B et C, on considére un point quel conque
P(x; y; 2). On détermine alors |les vecteurs ﬁ, AB et AC. Le point P est sur le plan cherché si et seulement si les

trois vecteurs sont coplanaires. C'est-a-dire si et seulement si le produit mixte des vecteurs est nul. Les vecteurs
sont :
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18.

b)

c)

d)

e)

AP = (x—3;y+2;z—4), AB = (4, -3; -2) et AC = (-6; —4; 4)
X—3 y+2 z-4
4 3 -2
6 -4 4

APs(ABxAQ) = =—20(x—3)—4(y+2)—34(z—4) =0

D’ou —20x — 4y — 34z + 188 = 0 ou encore 10x + 2y + 17z— 94 = 0. Le vecteur N = (10; 2; 17) est normal au plan.

Lesvecteurssont AP = (x—2;y+5;z-3), AB =(2;3;2) et AC =(-8;7;0). D'ou:

X—2 y+5 z-3
2 3 2
-8 7 0

AP«(ABxAQ) = = 14(x—2)—16(y+5) +38(z—3) =0

D’ou —14x — 16y + 38z— 166 = 0 ou encore 7x + 8y — 19z + 83 = 0. Le vecteur N = (7; 8; —=19) est normal au plan.
Lesvecteurssont AP =(x;y-5;z-2), AB =(0;2;2) et AC =(0; 3; 3). D’'ou:

o X y-5 z-2
AP-(ABxAQ)=| 0 —2 2 |=-12x—0(y—5)+0(z-2) =0
0 3 3

D’ ol —12x = 0 ou encore x = 0. Le vecteur N = (1; 0; 0) est normal au plan.

Lesvecteurs AB = (2;0; 0) et AC = (-8; 0; 0) sont colinéaires et ne peuvent décrire un plan.

Les vecteurs sont AP = x-8;y;,z2-2), AB = (-8; 3; 3) et AC = (-2;8;,-2).D'ou:

o X—8 y z-2
AP-(ABxACQ)=| -8 3 3 |=-30(x—8)-22y—58(z—2) =0
2 8 2

D’ ou —30x — 22y — 58z + 356 = 0 ou encore 15x + 11y + 29z2— 178 = 0.
Levecteur N = (15; 11; 29) est normal au plan.

Les vecteurs sont AP = x-3,y+5;,z-2), AB = (1; 12; -10) et AC = (4,7,2.D'ou:

Xx—3 y+5 z-2
1 12 -10
4 7 2

AP-(ABxAQ) = = 94(x—3)—42(y+5)—41(z—2) =0

D’ou 94x — 42y — 41z — 410 = 0. Le vecteur N = (94,-42;-41) est normal au plan.

Les vecteurs sont AP = x-2,y-1;z-1), AB = (-1; 2; 0) et

AC =(—1; 1 1).D'ou: ol
| x=2 y-1 z1 1
AP-(ABxAQ)=| -1 2 o

a4 1 1

=2(x-2)-(-)(y-1) +1(z-1) =0
D'ou2x+y+z=6

. 8 Y
Levecteur norma est N = (2; 1; 1). Le point R(3; 0; 0) est un point de [].
Onaadors: 4
RD =(3; 6, 4) (3, 0, 0) = (0; 6; 4) %°

6 = arccos 2 RO-N o= arccos 010 o 55,52°
Ji s | N 15 ¥ 0vs2 60" >
Puisque 0° < 6 < 90°, I’angle entre les cbtés du triangle est a = 6 = 55,52°
La distance cherchée est lalongueur du coté adjacent al’angle a et I’ hypoténuse est lalon-

gueur de ﬁj Ontrouveadors:

d(D,M,gc) = PR =| RD | cosa =+/52 cos55,52° = 4,082...
On trouve donc d(D, [ 4,08 unités.

ABC) =
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Levolume du parallélépipéde construit sur les vecteurs est donné par la valeur absolue du produit mixte. On aalors

32 5
de(vxW=|4 7 -3|=-203.
54 2

Levolumeest donc | ge (vx W) | = 203 unités de volume-

-3 6 2
de(VxW=| 8 -5 4|=27,
7 4 3

Levolumeestdonc | ge(vx W | = 27 unités de volume

Les positions des particules sont P, (3/4; 1/4; 0), P,(1/4; 1/4; 1/4), /
P,(2/4; 314, 2/4), P,(1; 1; 3/4), P(O; 3/4; 3/4). z

L es vecteurs sont qpl’ = (U4; -2/4;, -2/4) et P,P, = (-2/4; 0; 1/4). il
L’angle entre ces vecteurs est alors : 1

8 = arccos P APy O arceos —4/16 @
D_,— —
H SHD 19/16./8/16

:arccosD\ﬁD~11813 A :i 1 —y
LL_ 1
L’angle deliaison est de 118,13°. _ b0

1 ________J"/’

L es vecteurs sont P—3|5 = (x—2/4;y—3l4; z—2/4), qpl’ = (U4, 214, -24) &/

et PP, =(-2/4;0; 1/4).
Pour simplifier les calculs, on peut considérer AP= 4P_3|5 =(@x—-2;,4y-3; 4z-2),
AB =4Pp = (1;-2;-2) et AC =4P,P, = (-2, 0; 1).

D'ou:

e 4x—-2 4y-3 4z-2

AP-(ABxAQ)=| 1 2 =2
2 0 1

=24x-2)-(-3(4y-3 —-4(4z-2)
=-8x+4+12y—-9-16z+8

Ce produit est nul lorsque —8x + 12y — 16z +3 = 0.

L’ équation du plan de liaison est donc

8x—12y +16z2=3

Pour déterminer si un point est dans le plan, il faut vérifier si ses coordonnées satisfont a |’ équation du plan. Pour
P,(1/4; 1/4; 1/4) , on trouve :

8x%(1/4) — 12%(1/4) + 16x(1/4) = 3, qui donne 3 = 3 qui est une égalité vraie. Par conséquent, P, est dans|e plan de
liaison.

Pour P,(1; 1; 3/4) , on trouve :

8x1—12x1 + 16x%(3/4) = 3, qui donne 8 = 3 qui est une égaliteé fausse. Par conséquent, P, n"est pas dans le plan de
liaison.

On peut considérer P (3/4; 1/4; 0) et D=4pp, = (-=3; 2; 3) comme vecteur directeur. On obtient alors :

1'5

=3/4-3t
Bpp, =0y =14 +2t

gzst
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21. a)
b)
22. a)

Considéronsle point P,(3/4; 1/4; 0) et vecteur directeur ?P; = (-3/4; 2/14; 3/4).

—
Onaalors:RQ = PP, =(-2/4;0; 1/4)
L’angle entre les vecteurs est alors donné par :

U PP PP
9=arccosD— 916 ﬁ 30,8
/5116./22/16

Puisque 0° < 6 < 90°, I'angleentrel&s cot% du trlangle&st o =0=230,89°

Ladistance cherchée est lalongueur du coté opposé al’angle a et | hypoténuse est lalongueur de ?PZ' Ontrouve
aors:

d(P,,Anp,) =| PP, | Sna = /516 5n30,89° = 0,2869...
Ladistance est d’ environ 0,287 unités.
Le volume d’un parallé épipede est donné par lavaleur absolue du produit mixte des

vecteurs définissant ce parallél épipéde.
Lesvecteurssont AB = (1; 4: 1), AC = (—4; 2; 0) et AD = (-6; 4; 13). Onaaors:

14 -1
AB-(ACxAD)=| -4 2 0|=238.0n trouve donc 238 unités de volume.
-6 4 13

Le volume d'un prisme triangulaire est la moitié du volume du paral |él épipéde cons-
truit sur les mémes vecteurs.
Lesvecteurssont AB = (2; 3; 1), AC=(=3; 4; 3) et AD =(-2; 2; 8). Onaaors:

234
AB-(ACxAD)=| 3 4 3|=104
22 8

Levolume du parallél épipede construit sur lesvecteurs AB, AC et AD est de 104
unités de volume. Par conséquent, le volume du prismetriangulaire est de 52 unités
de volume.

Lahauteur du parallélépipede construit sur lesvecteurs m AB et AC et
la distance entre le point Q et le plan []. On peut calculer le volume du
parallélépipéde par e produit mixte et diviser par e module du produit vec-

toried AB x AC qui donnel’ aire delabase du parall él épipede, ce qui donne
lahauteur relative a cette base.

Lesvecteurs sont AQ = (—4; -5; 10), AB= (=2; 3; 2) et AC=(-8; 4; 8). On
adors:

|4 510
AG-(ABxAQ)=| 2 3 2 =9
8 4 8

Le volume du parallélépipede construit sur lesvecteurs AB, AC et AQ est
de 96 unités de volume.Le produit vectoriel donne :

i
=16i +0j +16k

N ow—
o N A

b

L aire du parallé ogramme construit sur les vecteurs AB et AC est:
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| ABxAC | =162 +0? +162 =+/512 unités d'aire.

96 .
Ladist herchée est d : d(Q,MN)=——=4,24 unités.
adistance cherchée onc : d(Q,M) T
Lesvecteurs sont AQ = (~1; 8; 0), AB = (-2; 3: 5) et AC =(—4; 5; 2). Onaaors:
. -1 80
AQ+(ABxAC)=| 2 3 5|=-109
4 5 2

Le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs rQ> AB et

AC est de 109 unités de volume. Le produit vectoriel donne :

3
5

—

ABxAC = =19 —16j] +2K

N o1~

i
-2
4

L’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs AB et AC est:
| ABxAC | =+/(~19)2 +(-16)% +22 =621 unités daire.

109
Ladistance cherchée est donc : d(Q,M) = N = 4,37 unités.

Levecteur N = (3; =2; 3) est normal au plan [ et le vecteur D= (2; 4; =3) est un vecteur directeur de ladroite A.
L’angle entre ces deux vecteurs est donné par :

cos6 = N-D ;23% et 6=arco:

INITB] V22729 SELzzﬁa
Puisgque 6 > 90°, on aa = 155,59° — 90° = 65,59°.

Levecteur N = (3; —6; 2) est normal au plan []. Pour trouver un vecteur directeur de ladroite A, on peut déterminer

e 155,59°.

le vecteur algébrique équipollent a AB et on obtient le vecteur B = (3; =3; —2) comme vecteur directeur deladroite
A. L’angle entre ces deux vecteurs est donné par :

ND 23 0 23 [
cosf = ———— et 6=arcos = 45,53°.
INTTB vaovzz /49220

Puisque 6 < 90°, onaa = 90° — 45,53° = 44,47°.

Pour obtenir un vecteur normal a [, on peut déterminer une équation cartésienne du plan en effectuant le produit

mixte des vecteurs AX, AB et AC. Ce produit mixte doit étre nul pour que le point X(X; y; 2) soit dans le méme
plan que les pointsA, B et C. Ce qui donne:
X-5 y+2 z-2
3 2 -1
-6 4 4
Par conséquent, —4x — 4y — 4z + 20 = 0 est une équation cartésienne du plan [1]. Il en est de méme pour I’ égquation
X+y+z-5=0.Levecteur N = (1; 1; 1) est normal au plan []. Pour trouver un vecteur directeur deladroite A, on

AX+(ABxAC) = = —4(x—5)—4(y+2)—4(z—2) =0

peut déterminer le vecteur algébrique équipollent a DE et on obtient le vecteur D = (<105 2; 11) comme vecteur
directeur de ladroite A. L’ angle entre ces deux vecteurs est donné par :

ﬁ'B 3 3 0
= —— = etB= arcos —— —=83,37°
INII DI 3225 0V3 2250

Puisque 6 < 90°, on aa = 90° — 83,37° = 6,63°.

cosO =
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24. a) Leséquations des plans définissant les faces sont :
Face ADC, 2x—10y + 3z+20=0
Face BCD, 3x+ 2y + 13z—-55=0
Face ABC, 13x—14y + 11z—-57=0
Face ABD, x+12y—-7z2-7=0

b) Le volume de la pyramide triangulaire construite sur les vecteurs BA, BC

BD est le sixieme du volume du parallélépipede construit sur les mémes vec-
teurs et e volume du parallél épipéde est 1a valeur absolue du produit mixte. On
adonc:
V = 68/6 = 11,3 unités de volume.

Q) Aucp =+182/2=6,75 unitésd'aire, A, ., =+1808/2 =21,26 unités d'aire,
Asgp =V 776/2=13 93 unités d'aire, A, ;. =/486/2=11,02 unitésd'aire,

d) Lahauteur est la distance du sommet A au plan BCD, on trouve:
68/+/182 = 5,04 unités.

25.a) 1((0:0,5,0)(0,866,0;0},(0;0,5,0)(0;1,5,0)) = 120°

| (0:05,0)(0,866;0:0) | =1et | (0:0,50)(0:15,0) | =1
b) 0,866 u?

26.a) a=170,b=2256,c=390,6, 0 = 71,3°, B =64,2° et x = 77,3°
b) 1,272 x 107 pm?®

27.a) 1, :x+y+z=1[] : Xx+y+z=2,
Me:x+y+z=3
b) 54,7°
c) Puisque N, =bN; aors:
d((1/2; 1/2; 1), T1,) = 0,58 unite.
d) Oui, puisque N, N, et No sont paralléles au vecteur (0;0,1)(11;2).
€) Oui, puisque les atomes 4, 5, et 8 sont sur cette droite.

28.108 pm
29. Il faut bien noter que I’ unité vaut 147,5 pm.
Calculs géométriques Paramétres moléculaires
10,0, =1 d, = 1475
| OH, |=0,664 d,=95
a
—_—
| OH, |=0.664 d,=95
0(0,0,.0,H,) =94.8° a,=94,8°
0(0.8,.0.H,) =94.8° a,=94,8°
op . . |\=685° 1150
I(I ! ocob,ocHd) a,=1115

(3,5, 8)
zZ | A
o (139
777”\7\\4)7
xCra2 &23

Donc, les distances deliaison sont de 147,5 pm, 95 pm et 95 pm. Les angles de liaison sont de 94,8°. L' angle diédre est de

111,5°.
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Dans ces problémes, on peut procéder par résolution de triangle ou utilise e fait que le quotient du volume dEun
parallélépipede par la surface de sa base donne la hauteur du parallél épipéde. Nous avons suffissmment donné
d’exemples de la premiere méthode, nous alons maintenant utiliser la deuxiéme. Le point P (6; 2; —3) est sur la

droite A, etle point P,(4; —7; 8) est sur ladroite A,. On aalors sz’ = (-2; -9; 11). Leproduit vectoriel desvecteurs
directeurs donne :

i 7k
N=D,xD,=| -2 4 -5 =-37 —41j —-1&.
7 5 -3

Ladistance cherchée est alors |a projection de TP; sur N. Onadonc:
_|PReN| 245

IN| 3374
Ladistance est donc d’ environ 4,22 unités.

d(a,.A,) =4,22 unités.

Lepoint P, (4, 7, -5) est sur ladroite A, et le point P,(8; —3; 4) est sur ladroite A,. Onaalors sz’ =(4;-10;9). Le
produit vectoriel des vecteurs directeurs donne:

ij ok
N=D,xD,=| -3 5 2|=-33 -27] +l&.
-6 4 -5

Ladistance cherchée est alors|a projection de TP; sur N. Onadonc:

PPN |_|300]
d(a,,A :‘ A=
Bob) =I5 V2142

Ladistance est donc d’ environ 6,48 unités.

=6,48 unités.






