Théoreme

fondamental

Répondre dans les espaces libres en utilisant les
notations appropriées.
1. a) Expliquer pourquoi le théoréme de Lagrange
s’applique pour la fonction :
4
xX)=
fo=—

dans I’intervalle [-1; 3].

b)Que prévoit le théoréme de Lagrange dans ce
cas?

¢) Trouver la valeur prévue par le théoréme de La-
grange.

2. Pour effectuer I’intégrale définie :

Jl3(2x— e~ dx

il faut faire un changement de variable en posant

u=x>-x

a)Quelles sont alors les nouvelles bornes d’intégra-
tion pour la variable u?

b)Ecrire I’intégrale en termes de u et effectuer en

appliquant le théoréme fondamental.

1. a)Le théoréme de Lagrange s’applique car la
fonction est continue et dérivable sur ’intervalle
[-1; 3].

b)Le théoréeme prévoit que dans I’intervalle [-1; 3],
il y a un point (a; fla)) tel que la pente de la tan-
gente en ce point est égale a la pente de la sécante
passant par les points :
L A=D) = (=1; =172) et (3; f(3)) = (35 -1).
—4

(x=7)"

¢)La dérivée de fest J'(X)=

La pente de la sécante est :

fO-f=D_-1=(-12)_-1

3—(-1) 4 8
On cherche donc le point d’abscisse a tel que :
—4 -1
(@)= =
/ (a-7° 8

D’ou ’on tire : (a —7)*> =32 et a-T7=+42.
On trouve donc @, = 7 —4\/5 eta, = 7+4\/§
La premiere de ces valeurs est comprise dans
I'intervalle [-1; 3], c’est la valeur prédite par le
théoreme de Lagrange.

2. a)Lorsque x=1,onau=1>-1=0.
Lorsque x=3,onau=3>-3=6.
Les nouvelles bornes d’intégration sont donc 0
eto6.

b) j13(2x—1)exz_xdx _ I:e”du — e ]Z —ef 1.



2 Auto-évaluation 11 - solutions

3. a)Qu’est-ce que I’ordonnée moyenne d’une fonc-
tion positive sur un intervalle [c; d]? Comment
I’obtient-on?

b)Calculer I’ordonnée moyenne de la fonction :

12x
X)=———
A (x* +1)°
dans I'intervalle [0; 2].
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4. On étudie, durant dix secondes, le comportement
d’une particule qui subit une excitation électrique.
La particule est initialement au repos et sa position
initiale est le point de référence de cette étude. Sa
vitesse durant I’intervalle de temps [0; 10] est décrite
par :

W) = 2 — 1242 + 32t m/s.

a)Calculer la variation de position dans I’intervalle
[0; 10].

b)Représenter graphiquement la fonction vitesse
durant cet intervalle de temps. Calculer la vitesse
moyenne et représenter celle-ci sur le graphi-

que.
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3. a)C’est la hauteur du rectangle de base d — ¢ dont
I’aire est égale a celle sous la courbe de f'dans I'in-
tervalle [c; d]. Pour trouver 1'ordonnée moyenne,
on calcule I’aire sous la courbe en appliquant le
théoréme fondamental et on divise cette aire par
la largeur de I’intervalle :

1 4 F(d)-F(c)
= X) dx=——"—""——.
b)L’aire sous la courbe est donnée par :
2 12x

o 41y
En posant u = x> + 1, on a du = 2x dx. De plus,
lorsque x =0, u =1 et lorsque x =2, u = 5. On a
donc :

2 12x _J'S 6

0 (x*+1)?

_—_6}5 _;6_(;6)_%
wul 5 U1) 5°
L’aire sous la courbe est de 24/5 et la largeur
de I’intervalle est d — ¢ =2 — 0 = 2. L’ordonnée
moyenne est obtenue en divisant ’aire sous la

courbe par la largeur de l'intervalle. On trouve
donc Yoy = 12/5.

4. a)Pour calculer la variation de position durant
I’intervalle [0; 10], il faut effectuer I'intégrale
définie de la fonction vitesse sur cet intervalle.
On obtient :

4 10
10 3 2 ! 3 2
As:_[ (t"=8t"+121) dt=[——4t +16¢ J:l
0 4
0

10*
=[T—4x103+16x102j

= 100(%—4 ><10+16]

=100(25-40+16)=100.

b)En factorisant v(z), on obtient :
v(t) = t(t — 4)(t — 8).
La vitesse est nulle a 1’instant initial, # = O ainsi
quar=4ett=_8.
L accélération est a(f) = 312 — 24t + 32.
Elle s’annule a :

12-4~/3
t=—\/_z1,69 ett=T--6,3l.
a'(t) =6t —24,elle s’annule a t = 4 s.
Le test de la dérivée seconde permet de conclure



c)Représenter graphiquement la fonction décrivant
la position durant I’intervalle [0; 10].
120 "
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d)Calculer la distance totale parcourue par la par-
ticule durant cet intervalle de temps.

e) Calculer la vitesse moyenne réelle de la particule
durant ces 10 secondes.
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que la vitesse a un maximum relatif a = 1,69 et
un minimum relatif a r = 6,31 s. En calculant les
images, on obtient (1,79; 24,63), (6,31; —24,63)
et (0; 100).

La variation de position durant l'intervalle
[0; 10] est de 100 m et ’intervalle est de 10 s. La
vitesse moyenne est donc de 10 m/s. En réalité,
cette vitesse est celle qui donnerait une variation
de position de 100 m si la particule ne changeait
pas de direction.

d)Puisque la fonction vitesse s’annule a t = 4 et

a t = 8, elle change de direction en ces instants.
Pour connaitre la distance totale parcourue, il
faut intégrer sur I’intervalle [0; 4], sur I’intervalle
[4; 8] et sur I’intervalle [8; 10] pour déterminer la
variation de position sur chacun de ces intervalle

et en faire la somme. On obtient :
4

4
As:j4(t3—8t2+12z) di=|— 4 +16s
0 4
0

4*
= 7—4><43+16><42

o[ 42
=47| - —4x4+16 |=64.

8
4
As= J'f(ﬁ —812 +12¢) dIZ(tZ—4t3 +16t2ﬂ

4

84
[7—4x83+16x82}—(64)

2
=82[87—4><8+16j—(64):0—64:—64.

. 10

10 t
As=[ (=8 +120) dt=(——4t3 +1612H

8 4

8
=100-0=100.

Durant I’intervalle [0; 4], la particule s’éloigne
du point de référence et parcourt 64 m.
Durant I’intervalle [4; 8], la particule s’approche
du point de référence et parcourt 64 m.
Durant 'intervalle [8; 10], la particule s’éloigne
du point de référence et parcourt 100 m.

La distance totale parcourue par la particule est
de 228 m.

e)La vitesse moyenne réelle est de 22,8 m/s.
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5. a) Comment doit-on procéder pour calculer une
intégrale impropre sur un intervalle [c; o°[?

b)Qu’est-ce qu’un intégrale impropre convergente?
Divergente?

c)Evaluer I’aire sous la courbe de la fonction
F(x)=8xe ™ sur I'intervalle [0; o[.

d)Peut-on parler d’ordonnée moyenne dans la par-
tie ¢?

7. Calculer I’aire entre les deux courbes.
a)yy=x>ety =x+2.
y
2;4)

<

11

[
dA=(x+2-x%dx

5. a)On évalue d’abord I’intégrale sur un intervalle
[c ; d], ou d est un paramétre puis on évalue la
limite de I’intégrale obtenue lorsque d tend vers
I’infini.

b)Une intégrale impropre est convergente si la
limite lorsque d tend vers I’infini est un nombre
réel. Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale
impropre est divergente.

c) Effectuons d’abord I’intégrale définie sur I’inter-
valle [0; d].
En posant u = —x?, d’oll du = —2x dx, on a :

J.8xe_xzdx= j—4e”du =—4e" +k

=—4e™" +k.
Par conséquent :

[==] 2 oo 2 2 d
Io 8xe ¥ dx=1lim | 8xe " dx=1lim (—4[}r )]

d—e¥0 d—>oo 0
= lim [(45‘12 )—(—4e° )}

= lim [4—4}:4—0:4.

d—oeo ed
L’aire sous la courbe dans I’intervalle [0; o[ est
donc égale a quatre unités carrées.

d)Dans ce cas, on ne peut parler d’ordonnée
moyenne. La division de I’aire par la largeur de
I’intervalle est une division par I’infini qui donne
toujours 0.

7. a)Déterminons d’abord les points de rencontre par
comparaison des ordonnées. Cela donne :
X2=x+2,douxr—x-2=0et:

(x+ 1)(x—2)=0quidonne x =—1 etx =2.
Les points de rencontre sont : (—1; 1) et (2; 4) et
les bornes d’intégration sont —1 et 2.

La différentielle d’aire est :
dA=@x+2-x3dxet:

2
2 3
2 X X
A= +2-x%) dx=| —+2x——
Jl](x x7) dx (2 X 3):]_1

L’aire entre les courbes est de 9/2 unités car-
rées.



bx=y*—letx=y+1.

0; 1)
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(0;-1

)

%Z +y+2)dy

X
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b)Pour calculer cette aire, il faut intégrer selon y.

Déterminons d’abord les points de rencontre par
comparaison des abscisses. Cela donne :
yV-l=y+lety’?~y-2=0 et:

v+ 1Dy —-2)=0quidonne y=-1ety=2.

En substituant dans x = y + 1, on trouve que les
points de rencontre sont : (—0; 1) et (3; 2) et les
bornes d’intégration sont —1 et 2.

La différentielle d’aire est :

dA=[y+ 1) - (- 1) dy=(?+y+2)dy
et:

2
5 3 2
A= 3 +y+2) dyz{—y?+y7+2yﬂ

L’aire entre les courbes est de 9/2 unités car-
rées.



