Analyse
de fonctions

Répondre dans les espaces libres en utilisant les

notations appropriées.

1. Dans le rectangle sous les représentations graphiques
de la colonne de droite, indiquer par la lettre associée,
les propriétés de la fonction.

a) fie) 3 b) fic) A

¢) f'(e)3 d)f'(c) &
e) fl(c)=0 LEAGEY
8 (<0 h)f"(c)>0
i) f'(c)<0 D=0
k) f'(c) &

D f'x)>0sic<0,f'(x) <0sic>0.
m)f'(x) <0sic<0,f'(x)>0sic>0.
n) f'(x)y<0sic<0,f'(x)<0sic>0.
0)f'(x)>0s1ic<0,f'(x) >0sic>0.
p)f'"x)>0sic<0,f"(x) <0sic>0.
@ f"x)<0sic<0,f"(x)>0sic>0.
r) f"(x)>0sic<0,f"(x) >0sic>0.
$) f'"(x) <0sic<0,f"(x)<0sic>0.
1) (c; flc)) est un maximum relatif.

u) (c; f{c)) est un minimum relatif.

v) (c; flc)) est un point d’inflexion.

w) (c; f(c)) est un point stationnaire.

x) (c; flc)) est un point anguleux.

y) (c; flc)) est un point de rebroussement.

z) f'(x) a une asymptote verticale a x = c.
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2. Déterminer si les fonctions suivantes ont une asymp-
tote verticale. Justifier votre réponse.

3
—4
a) f(x)=z 2+1
b)fix) = x> + 4x 2
2
0 =" 20
x* +4
d) f(x)= )
e)fix)=Inx
Hfix) =tan x

3. Déterminer si les fonctions suivantes ont une asymp-
tote horizontale. Justifier votre réponse.

a)f(x) = e*

x*-3
b) f(x)—m

2x*-3
0 f)= 5x*+4

x+4
cnf(x)—xz_5

2. a) La fonction n’a pas d’asymptote verticale puisque
son dénominateur ne s’annule pas. Elle ne peut
donc avoir de discontinuité de la forme k/0.

b) Une fonction polynomiale n’a pas d’asymptote
verticale. Son domaine est R et elle ne peut donc
avoir de discontinuité de la forme k/0.

¢) La fonction n’a pas d’asymptote verticale puisque
son numérateur et son dénominateur s’annule a
x = 3. Elle a une discontinuité de la forme 0/0.

d) La fonction a une asymptote verticale a x = 2 car
elle a alors une discontinuité de la forme /0.

e) La fonction a une asymptote verticale a x = 0.
En effet, si y = In x, alors x = ¢”. De plus :

lim ¢’ = limi:O et lim Inx=—oo.
y—>—oco Yoo @ x—0"

) La fonction a une asymptote verticale a
x = xm/2 + k. En effet, la fonction tangente peut
s’écrire f{x) = sin x/cos x, et :

. ) sinx 1
lim tanx= lim =—=—o0;
xo1/2 x-n/2-cosx 07
) ) sinx 1
lim tanx= lim =—=00

x—>m/2" x—>n/2[’* cosx 0OF

1
3. q) lim ¢* =lim—=0,

X
x—>—c0 x—>o0 @

, la fonction a donc une
asymptote horizontale a y = 0 dans la partie gauche

de I’axe des x.

b) La fonction n’a pas d’asymptote horizontale car
le degré du numérateur est plus élevé que celui
du dénominateur. En effet :

2 2 2
TN PN 0 s
xoe X4+4 xoe x 144/x
. 1-3/x? 1-0
=lim xXx =ooX =00
X—>o0 l+4/x 1+0

c) La fonction a une asymptote horizontale a
y = 2/5. En effet :

_2x' -3 x? 2-3/x7
lim——=lim—X——"F"
xmeo5x 4 amex 5+4/x

. 2-3/x* 2-0 2

=lim————=——=—.

we5+4/x% 540 5

o7

d) La fonction a une asymptote horizontale

y =0. En effet :
. ox+4 . x  1+4/x
lim = lim —X 3
oy =5 xoex 1—5/x
1 1+4 1+0
= lim—x /x2 =0x =0.
imex 1-5/x 1-0



4. Déterminer si les fonctions suivantes, dont on donne
les dérivées premicre et seconde, ont des valeurs cri-
tiques et indiquer de quelle sorte de points critiques
il s’agit. Justifier votre réponse.

a)f(x) =3x> - 12x =5, f'(x) =
etf"(x) =6

6x —12

10
(x=2)°

5 ' — n j—
D [O= 15 0= et ()=

12
(x=2)°

0 f(x)-ﬁ Fe=

fvl( )_

4x+3 2

d) f (X)— 2y

et f'(x)=

x/2

) f(x)=(x*~12)e"?, fi(x)= "2

x/2

et f'(x)="2 ;

(x* +4x-12)

(x* +8x—4)

-2
—Q_3l(v_aN2 £ —
D I@0=8=x= 4 S ==

et f"(x)——2
9(x-4)3(x—4)
8 f)y=x* —x=6, fx)=—t
33(x* —x—6)*

—2(x* +x+38)
9(x* —)5—6)%/()62 —x—6)*

et f'(x)=

(x=2)°
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4. a) La représentation graphique d’une fonction qua-
dratique est une parabole. Elle a toujours soit un
maximum, soit un minimum. Dans ce cas-ci, ¢’est
un minimum puisque le coefficient de x? est positif.
Cela est confirmé par les dérivées, en effet :
f'(x) = 6x — 12 et f "(x) = 6. La tangente est
horizontale a x = 2 et la courbe est concave vers
le haut. On peut conclure que la fonction a un
minimum relatif a x = 2.

b) Les dérivées premicre et seconde ne s’annulent
pas, la fonction n’a ni minimum, ni maximum
relatif et n’a pas de point d’inflexion.

¢) Les dérivées premicre et seconde ne s’annulent
pas, la fonction n’a ni minimum, ni maximum
relatif et n’a pas de point d’inflexion.

d) La dérivée premieére s’annule a x = 1 et x = 3,
de plus f"(1) < 0, la courbe est concave vers le
bas et la fonction a un maximum relatif a x = 1.
f"(3) >0, la courbe est concave vers le haut et la
fonction a un minimum relatif a x = 1. La dérivée
seconde ne s’annule pas, la fonction n’a pas de
point d’inflexion.

e) La dérivée premiere s’annule a x =2 et x = —6,
de plus f "(2) > 0, la courbe est concave vers
le haut et la fonction a un minimum relatif a
x=3.
f"(=6) <0, la courbe est concave vers le bas et
la fonction a un minimum relatif a x = —6. La
dérivée seconde s’annule a :

—4-25~-8,47 et —4+24/5~0,47. Ce sont
des points d’inflexion puisque la dérivée seconde
change de signe en ces valeurs. En effet :
f"(=9) >0etf"(-8) <0. De méme :
f"0)<0etf"(1)>0.

) Les dérivées premiere et seconde ne s’annulent
pas, cependant elles ont une asymptote verticale
a x = 4. Le point (4; 8) est un point de rebrousse-
ment, puisque f "(3) >0 et f"(5) > 0. La courbe
est concave vers le haut a gauche et a droite de
x=4.

g) La dérivée premicre s’annule a x = —1/2. C’est
un minimum relatif. En effet, f" (-1/2) > 0, la
courbe est concave vers le haut dans cet intervalle.
La dérivée seconde ne s’annule pas cependant, les
dérivées premiere et seconde ont des asymptotes
verticales a x = =2 et x = 3. Ce sont des points
d’inflexion. En effet, f "(-3) < 0 et f "(-1) > 0,
la courbe change donc de concavité a x = -2. De
plus, f"(2) >0 et f "(4) < 0, la courbe change
donc de concavité a x = 3
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5. On donne la fonction fix) = (x* — 4)(x> — 1).
a)Déterminer le domaine de f(x), son ordonnée a
I’origine, ses z€éros et ses valeurs critiques par
rapport a la dérivée premiere et a la dérivée se-
conde.

b)La fonction a-t-elle une asymptote verticale?

Justifier.

c)La fonction a-t-elle une asymptote horizontale?

Justifier.

d)Déterminer les points critiques de la fonction.

e)Compléter I’analyse de la fonction dans le tableau
de la page suivante et esquisser le graphique de
la fonction en indiquant les zéros et les points
critiques.

5. a)Le domaine de la fonction est R.
Z¢ros de la fonction :
x*>—4=0a+2etx>—1=02a=]l. La fonction
coupe I’axe des x aux points (—2; 0), (—1; 0), (1; 0)
et (2;0).
L’ordonnée a I’origine est f0) = 4.
La dérivée premicre est :
Fl(x)=2x(x* =1)+(x* —4)2x=2x(2x* =5).
Elle s’annule a x = 0 et x=%/5/2=%1,58.

La dérivée seconde est :
f'(x)= 2(2x2 —=5)+2x(4x)= 12x*-10.

Elle s’annule & X=%4/5/6 =40,91.

b)La fonction n’a pas d’asymptote verticale, car
c’est une fonction polynomiale. Elle n’a pas de
dénominateur qui s’annule.

c)La fonction n’a pas d’asymptote horizontale, car
c’est une fonction polynomiale. Ses limites a
I’infini sont toujours infinies.

d)Les points critiques par rapport a la dérivée pre-
miere sont :
f(0) =4, c’est 'ordonnée a I’origine.

5 5 3 3 -9
f(\/s/_2)_(5—4j(5—1j_7x5_7_—2,25.

Puisque toutes les occurences de x sont a un degré
pair, on obtient la méme image a x=—,/5/2. On
a donc les points :

(—f5/2; —9/4) et ({[5/2; ~9/4).

Les points critiques par rapport a la dérivée se-
conde sont :

5 5 19 -1 19
f(\/S/_6)—(g—4j(g—l)—Tx€—%zO,SB.

Puisque toutes les occurences de x sont a un degré

pair, on obtient la méme image & X=—1/5/6.0n
a donc les points :

(=/5/6; 19/36) et (4/5/6; 19/36).
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6. On donne la fonction f{x) = (x* — 2x)e™2.
a)Déterminer le domaine de f(x), son ordonnée a
I’origine, ses z€éros et ses valeurs critiques par
rapport a la dérivée premiere et a la dérivée se-
conde.

b) La fonction a-t-elle une asymptote verticale? A-

t-elle une asymptote horizontale? Justifier.

c)Déterminer les points critiques de la fonction.

e)Compléter I’analyse de la fonction dans le tableau
de la page suivante et esquisser le graphique de
la fonction en indiquant les zéros et les points
critiques.

6. a)Le domaine de la fonction est R.
Zéros de la fonction :
x> —2x=02ax=0etax=2. La fonction coupe
I’axe des x aux points (0; 0) et (2; 0).
L’ordonnée a I’origine est f0) = 4.
La dérivée premicre est :

F(x0)=2x=2)e " +(x* —2x)e 2 x%l

e—x/2
== (4x—4)—(x*-2x)
e—x/2 5
= —x"+6x—4).
> (=x"+6x-4)

Elle s’annule a :
-6+ - —6+
- V36—16 _—6 26:33/3
-2 -2
Les abscisses des point critiques par rapport a la
dérivée premicre sont =0,76 et =5,23
La dérivée seconde est :

efx/2 _ efx/Z
f'(x)= > x?x(—x2+6x—4)+(—2x+6)
e—x/2
= [—(=x" +6x—4)+(—4x+12)]
—x/2

(x* —=10x+16).

Elle s’annule a :
x_lOiVlOO—64_lOi\/36_10i6
B 2 o2 2

Les abscisses des point critiques par rapport a la
dérivée seconde sont 2 et 8.

b)La fonction n’a pas d’asymptote verticale car,
aucune valeur de x ne donne une forme /0.
La fonction a une asymptote horizontale a droite
de I’axe des x car :
2
. (x=2x
lim =29

lim (x% - 2x)e”‘/2 = 7

X—>o0

0.

X—>o0 e

Cependant : lim ((x2—2x)e_x/ 2):00‘
X—>—00

c)Les images des valeurs critiques par rapport a la
dérivée premiere sont :
F(3=5)=-0,64 et f(3+5)=1,24.
Les points sont (0,76; —0,64) et (5,23; 1,24)
Les images des valeurs critiques par rapport a la
dérivée seconde sont :

F(2)=0 et f(8)=48¢"* =0,88.
Les points sont (2; 0) et (8; 0,88)
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. On donne la fonction f{x) et ses dérivées premicre
et seconde.
2x*+1 4x-2 —8x+2
(x)= ()= .
/ (x=1)* / (x=1)° (x=1)*
a)Déterminer le domaine de f(x), son ordonnée a

I’origine et les zéros de chacune de ces fonc-
tions.

et f'(x)=

b)Evaluer lim f(x) et lim f(x). Quelle conclusion
x—=1" x—1"

peut-on tirer de ces résultats?

c)Evaluer lim £(x) et lim £(x). Quelle conclusion
xX—>o0

x—>—c0

peut-on tirer de ces résultats?

d)Déterminer les points critiques de la fonction.

7. a)Le domaine de la fonction est R\{1}.

Zéros de la fonction :

2x%+1=0,d’oux’=1/2et X= "—'\/5/2- Legraphique
coupe I’axe des x a (—\/5/2; 0) et (\/5/2; 0).
L’ordonnée a I’origine est f{0) = 1.

La dérivée premiere s’annule a x = 1/2 et la dérivée
seconde a x = 1/4.

“2x*+1_ -1
b) I% (x-1)* 0"

= —00

Que x s’approche de 1 par la gauche ou par la
droite, le numérateur s’approche toujours de —1
et le dénominateur s’approche de 0* puisque le
facteur (x —1) du dénominateur est affecté d’un
exposant pair. C’est le signe au numérateur qui
permet de détecter le comportement a gauche et
a droite, on obtient —oo,

La fonction a une asymptote verticale a x = 1.

227+ xA(2+1/xY)
v (x—1)7 o= x*(1-1/x)
. (2+1/x°) =240
e (I-1/x)"  (1-0)°
2x3+1 . xP(=2+1/x%)
m—=11mﬁ
x=e x°(1-1/x)
(2+1/x*) =240
= lim 2 = 2:
e (1=1/x)?  (1-0)

’

La fonction a une asymptote horizontale a
y=-2.

d)Les seules valeurs critiques sont 1/2 et 1/4. Ce
sont des zéros des fonctions dérivées. Ceux-ci
indiquent les points critiques qui sont :

A e s

1/2)= - _z_,
2
-2(1]“
jay— N6 78 78 14

(1_1j2 T (3/47 916 9
4
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() + + + + + 0 - - - ﬁ +
') + + + 0 - - - - - | -
) S0 [ e | T2 NN 0 (NN A
a. h.2 inf max. a. V.1 a. h.2
y=- X= y—-
)

N

(1/4;149) /|

(05 IV

2120 (2/2:0)




