Dérivée :

fonctions composées

Répondre dans les espaces libres en utilisant les

notations appropriées.

1. Quelle propriété de I'opérateur de dérivation uti-
lise-t-on pour dériver par rapport a x une fonction
composée dont la fonction extérieure est y = f(u) et
dont la fonction intérieure est u = g(x)?

2. Déterminer la forme de la fonction extérieure et celle
de la fonction intérieure des fonctions composées
suivantes puis, dériver chacune des fonctions et
donner la dérivée de la fonction composée.

a) f()c)le3 X =2x.

b)fw) = e

3. En appliquant la procédure de dérivation en chafne,
dériver les fonctions suivantes :

Cl) f(x)= ecoszx

b) fix) = sin*(3x3)

. a)La dérivée extérieure est de la forme y=u

dy _dy du

. La dérivée est obtenue par : ——

dx du  dx’

13 et 1a

fonction intérieure est de la forme u = x> — 2x.
La dérivée de la fonction extérieure est :
dy _ 1 _2/3 _ 1 1

u = = .
du 3 3u*° 33 (x> =2x2)?

Celle de la fonction intérieure est :
du

—=3x2-2.

dx

D’ou I’on obtient :
dy_dy du__ 372

dx du dx 33’()(3—2)(2)2‘

b) La dérivée extérieure est de la forme y = ¢* et la
fonction intérieure est de la forme u = sin x.
On trouve :

Q:i(e”):e” =™ ot ﬂ=i(Sinx)=cosx.
du du dx dx
D’ou ﬂ:ﬂxﬁzesmcosx.

dx du dx

d 2 oo d
. a) fr(x):E(ecos x):ecos xd_(COSZ.X)

X

2
COS X

=e ><2cosxdi(cosx)

X
=™ " x2cosxsinx = e sin2x.
b) prn_ D 2n 3N\ _ne 3.4 (. 3
f(x)—dx(sm (3x))=2sin(3x )dx(sm(3x )

A 3 3 i 3
=2sin(3x7)cos(3x )dx(3x )

=2sin(3x*)cos(3x”)x9x? =9x% sin(6x>).
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4. En quel(s) point(s) la courbe d’équation y=8x+ 1-x2
admet-elle une tangente horizontale?

5. La position s, en meétres, au temps ¢ secondes d’un
objet se déplacant en ligne droite est donnée par :
s(t) = sin(me?).
Trouver I’accélération instantanée de I’objet au temps
t=1s.

6. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe au
point indiqué.
a)3x%y —y> = 11 au point (2; 1).

4. C’est la dérivée d’un produit et I'une des fonctions
de ce produit est composée.

D _d e 1 )=L8(3x(1x?)2
dx_dx(gx 1-x )_dx8(3x(1 x7) )
=(1-x>)* = (8x)+8xd((1 xz)l/z)

dx
_ 1/2 1 /2 & d 2
—(1-x%) X8+ 8xx—(1-x 2y (1—x )

=(1-x>)"? ><8+8x><%(1—x2 Y2 x—2x

e 8x? :8(1—x2)—8x2
\/l—x2 \/l—x2

_8-16x"

- 1—x2.

La dérivée s’annule 4 8 — 16x2 =0, d’ou xzi\/z/Z.
En substituant dans la fonction, on obtient que les

points sont : (—2/2; —4) et (2/2; 4).

5. L’accélération est donnée par la dérivée seconde de

la fonction décrivant la position.

d
s'(t)y=— (smnt ) cosmt? —(ntz)
dt
= cosm2 X2mt =2mtcosnt® m/s.

La dérivée premiére est un produit de deux fonctions.

En dérivant a nouveau, on obtient :

d d
§"(£)=cosTt> — (27t )+ 21t —(cosms?
(1) _(m) dt( )

d
= cosTr? X 21+ 27t X (—sinmz? );(ﬂ:tz)
t

= oS X2M+ 27 X (—sinme? )X 2wt
=2mcosmt’ —4n’t? sinmt® m/s.
L’accélération au temps ¢ = 1 est alors :
s"(1) = 2mcosm — 42 sin(7w) cm/s>

= 2nix—1 = 47%x0 cm/s? = -2 cm/s>.

6. a) En dérivant implicitement, on obtient :
d 2 3\ d
—(3x"y—y7 |=—(11
dx( Ty ) d ( )

d d

—3y)—{r)=0

6xy+3x>—= dy —3y? Ll =0.
dx dx

En isolant dy/dx, on obtient :
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dy  6xy

dx  3x> —3y? '

La taux de variation en (2; 1) est :
dy 12 4

x|, 12-3 3

La tangente est la droite de pente 4/3 passant par
le point (2; 1), soit :

_4x_ 5
EE T
b) e =1n y au point (0; e). b) En dérivant implicitement, on obtient :
d d
—(e” )]=—(In
dx( ) dx( )

1
o ()10
dx ydx
exy (y+x@) :lﬂ
dx) ydx

ndy_1dy

ye™ +xe
dx ydx

En isolant dy/dx, on obtient :
2 xy

b_ye

dx  xye® -1

La taux de variation en (2; 1) est :
dy B _ o2 0% 2,

— = = =e”.
dx 03 e) 0><e><eoxe—1 _1

La tangente est la droite de pente e> passant par
le point (0; e), soit : y = e%x + e.
7. Un voilier naviguant en ligne droite vient de passer

_ dx
une bouée située a 400 m de sa trajectoire. 7. @) On donne dy/d = 6 m/s et on cherche =

dr|,_s
=T On détermine la relation entre les variables
g E \\\)\c en appliquant le théoréme de Pythagore. Cela
g .. donne :
! \6 . -L x?> = 400 + y2. En dérivant implicitement, on
oo YT L e — obtient la relation entre les taux de variation.
a)Si le voilier se déplace a la vitesse de 6 m/s, i(xz):£(400+y2)
calculer le taux de variation de la distance entre dr dr
le voilier et la bouée, 50 secondes plus tard. 2y @ =2y Q .
dt dt
. . dx _ydy
En isolant dx/dt, on obtient : —==—".
dr xdt

Pour évaluer le taux de variation, il faut connaitre

x ety au temps ¢ = 50 s. Or, y=ﬂ><t et puisque
dy/dt = 6 m/s, on a : dt

W, _ 59 =6 m/s x 50 s =300 m. En substituant
cette valeur dans x> = 400 + y?, on obtient x =
500 m.
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b) SiI’angle d’observation entre la direction du voi-
lier et la bouée diminue de 0,01 rad/s, calculer le
taux de variation de la distance entre le bateau et
bouée par rapport au temps ¢, lorsque 6 = 30°.

8. On verse un liquide dans un réservoir de forme cy-
lindrique dont le rayon est de 2 meétres et la hauteur
est de 6 metres. Si le liquide est versé a un taux de

3 m3/min.

6m

¢
}

a)Déterminer a quel taux la hauteur du liquide
s'éleve dans le réservoir et le temps nécessaire
pour remplir le réservoir.

b) Quel devrait étre le débit pour que le niveau
s’éleve de 0,4 m/min?

On trouve donc :

ax :Mx6 m/s:g m/s =3,6 m/s.
dr|_, 500 m 5

b)On donne
dx|

dt|g_sp0

do
E:—O,Ol rad/s et on cherche

. Les variables a considérer sont x et 0.

On peut établir la relation entre les variables par
le sinus de I’angle qui donne : x sin 6 = 400. En
dérivant implicitement, on a :
@sineﬂccose@:O, d’ou ﬁz _X'COSG @
t dt dt  sin® dt

Lorsque 6 =30°, on a :
400 400

X=— =——=800 m.
sin30°  1/2
En substituant :
@ =—800 m xcos30 «~0,01 rad/s
dtlg_s00 sin30°
— 2
:%ﬁx—o,m:&ﬁ m/s.

8. a)Le liquide occupe un volume de forme cylindri-
que de hauteur & et de rayon de 2 m. Le volume
d’un cylindre est : V = sr?h et, puisque le rayon
du volume occupé par le liquide est constant, ce
volume est : V = 4mh. En dérivant, on obtient la
relation entre les taux de variation, soit :

dav dh . ) 1 dv
—=4n—, d’ou ’on tire —=———.
dt dt dt 4m dt
En substituant, on obtient :

@ 1

. 3 .

= ~%3 m’/min=—"— m/min.
dt 4mm 4
Pour connatitre le temps nécessaire pour emplir le
réservoir, on peut diviser le volume par son taux
de variation ou encore la hauteur par son taux de
variation. Cela donne :

V. 24nm’

= = =81 min.
dvV/dt 3 m?/min

o h 6 m _6x4rn
dh/dt 3/4m m/min 3
b) Le débit devrait étre de :

min=87 min.

d dh
7V=41t?=4n m?x0,4 m/min=1,61 m*/min.
t t



