Dérivée :

fonctions transcendantes

Répondre dans les espaces libres en utilisant les
notations appropriées.

1. En appliquant la définition de fonction dérivée et
h

. .e
le fait que lim
h—0

flx) =erestf'(x)=e"

=1, montrer que la dérivée de

2. En appliquant la définition de fonction dérivée et le

. . sinh . cos h—1
faitque lim =let lim
=0 h h—0

=(, montrer que

la dérivée de f(x) = sin x est f'(x) = cos x.

3. @)Soit y = x* In 3x. Déterminer pour quelle(s)
valeurs(s) de x, la pente de la tangente est nulle.

1. Par la définition de fonction dérivée, on a :

+]’l _ x+h_ X
F)=limf IO e e
h—0 h -0  h
. efd—et e (-1
=1lim =1lim
h—0 h h—0 h
N Gt S
=¢" lim————==¢", puisque =1.

h—0

2. Par la définition de fonction dérivée, on a :

Sfx+h)=f(x)
h

f'(x)=Ilim
h—0

sin(x+h)—sin(x)

=lim

h—0

. sinxcos hA+cosxsin A—sinx
=lim

h—0 h

. sinx(cos h—1)+cosxsin i
=lim

h=0 h

. . (cos h—1) . sinh
=sinxXlim—=+cosx X 1lim

h—0 h =0 h

=sinxX0+cosxX1=cosx.

d 1
3, a)—(x21n3x)=2xln3x+x2><—><3
dx 3x

=2xIn3x+x=x(2In3x+1).

On doit déterminer pour quelles(s) valeur(s) la
dérivée s’annule. On trouve x =0, qui est a rejeter
car cette valeur n’est pas dans le domaine de la
fonction. En effet, In O n’est pas défini. On trouve
également :
2In3x=-1,douln3x=-12et3x=¢"2.Ona
donc :
eV 1

xX= =—.
3 3e

La pente de la tangente est nulle a le/ 3\e.




2 Auto-évaluation 04 - solutions

b)Soit y = (x*> — 2x)e™*. Déterminer pour quelle(s)
valeurs(s) de x, la pente de la tangente est nulle.
Trouver 1’équation de la tangente en x = 2.

4. a)Utiliser les propriétés de 1’opérateur de dérivation
pour montrer que la dérivée de f'(x) = tan x est
£'(x) = sec? x.

b) Utiliser les propriétés de 1’opérateur de dérivation
pour déterminer la dérivée de f '(x) = e~ sin x.
Déterminer les valeurs pour lesquelles la tangente
est horizontale.

b)Déterminer I’abscisse du minimum de cette fonc-
tion. Confirmer par un test.
f'(x) = (2x —2)e™ + (x> — 2x)e ¥ x —1
= e (2x -2 — x% + 2x)
=e ¥ (=2 +4x-2)
La dérivée s’annule lorsque —x* + 4x — 2 =0, ce

qui donne
x_—4¢\/16—8_—4i\/§_—4i2\/§
2 2 2
202+

z%@zzi@

La dérivée s’annule donc a :
X =22 et X, =2+42.

La tangente est horizontale aux points correspon-
dants.

Le point d’abscisse 2 est (2; f(2)) = (2;0).

La pente de la tangente en ce point est :

£'(2) = e2(—(2)% + 4x2 — 2) = 2/e2.

L’équation de la tangente est :

2x—4

7 -
e

2
y=—x=-2)=
e

o0 fan) o S0
dx dx\ cosx

_ COSXXCOSX—sinxX(—sinx)

COS2 X

_ cos’ x—sin® x 1

_ 2
2 =8€C x.

COS2 X COoS x

b) i(e_x sinx)= e *xcosx+e  X—1x(sinx)
dx

=¢ " (cosx—sinx).

La dérivée s’annule lorsque cos x —sin x =0, d’ou

. sinx
sin x = cos x et =1 outan x = 1.

COSx

En considérant le cercle trigonométrique, on
constate que la tangente s’annule a 7t/4 + kdt.

(V2/2: V2/2)

(—\/E/ 2 -2/ 2)



c)En quel(s) point(s) la courbe de la fonction

Fo=d

2
nx .
(nx)’ admet-elle une tangente horizon-
X
tale?

. La procédure de démarrage d’un systeme dure 10

minutes. L’énergie consommée durant cette procé-
dure est :
200¢*
P(t)="—— W,
e

ou ¢ est le temps en minutes. Au bout de 10 minutes,

la consommation d’énergie demeure constante.

a)Déterminer la fonction décrivant le taux de va-
riation de la puissance durant la période de mise
en marche.

b)A quel moment le taux de variation est-il nul?

c)Déterminer, au cours de ces vingt minutes, 1’in-
tervalle de temps durant lequel la consommation
d’énergie est croissante et I’intervalle de temps
durant lequel elle est décroissante.

d)Estimer I’énergie consommée a ¢t = 3 a 'aide
d’un modele d’approximation linéaire de centre
r=2.

e)A I’aide de la différentielle, estimer la variation
de la consommation dans I’intervalle de temps de
2 minutes a 2 minutes et demie.

Calcul différentiel et intégral appliqué aux techniques, A. Ross 3

")

_2Inx—(Inx)’ _Inx(2—Inx)
x’ x’ '

La dérivée s’annule lorsque le numérateur s’an-
nule, ce qui donne :

Inx(2 -Inx)=0.

Pour que le produit s’annule, il faut que 1’'un des
facteurs s’annule. On peut donc avoir x = 0 ou
2-Inx=0

J 2(Inx)" xlx;c—(lnxf x1
- X

dx

(Inx)?
X

c) >
X

(In1)*

0

Silnx=0,x=e"=1et f(1)= :TZO' La

tangente est horizontale au point (1; 0).

Si2—-Inx=0,onalnx=2etx=¢%et:
(lnez)z_Z_z_i

2 2 2
e e e

f2)=

-2
4e™". La tangente est

horizontale au point (e?; 4 e72).
d [ 200¢*

5. a)E[ o ]

b)Le taux de variation estnul ar=0etar=4.

¢)Si t est dans I’intervalle [0; 4[, le taux de varia-
tion est positif, la consommation d’énergie est
croissante.
Si t est dans I’intervalle 14; 10][, le taux de varia-
tion est négatif, la consommation d’énergie est
décroissante.

d)Le mode¢le d’approximation linéaire est :
L(t) = P(2) + P'(2) (t - 2), ot P(2) = 3200/¢? et
P '(2) = 3200/¢2. On a donc :

800¢°¢' —200t*e'  200¢° (4—1)

2t !

e e

3200 3200
L()=""—+"2—(1-2).
e e
£(3)=2220,3200 3 5)_ %490 g6 w.
e e e

e)La différentielle a 2 minutes est :
dPl,=P'(2)dt. Or,dt=2,5~-2=0,5min. On a
donc :

dP|, =

3200

2
e

1600
x0,5=

=
e

216 W.
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6. Le Soleil passe au-dessus d’un édifice de 60 m.

5
AR
oo

X 9/

a) En notant 0, I’angle d’élévation du Soleil et
x la longueur de I’ombre de 1’édifice, décrire
la longueur de I’ombre en fonction de 1’angle
d’élévation.

b) Déterminer le taux de variation de la longueur
de I’ombre lorsque ’angle d’élévation est de
45°, 60°. Exprimer ces résultats en metres par
degré et interpréter selon le contexte.

7. La position d’une particule excité électriquement
est donnée par :
4 —sint
s(t)=——
4+sint

ou ¢ est en secondes.

a) Déterminer la fonction décrivant le taux de
variation au temps .

b) Déterminer en quels instants la vitesse de la
particule est nulle.

6. a)La relation est cot 6 = x/60 et x = 60 cot 0.

b)Le taux de variation est décrit par la dérivée par
rapport a I’angle 0. Soit :

dx =i(6000t9) =—60csc? 0.
do do
B _60esc? (n/4)=,2_i
8|, sin” (m/4)
00 _00x4_ 150 m/rad.

T2 2

Pour transformer en meétres par degré, il faut se
rappeler que la mesure o en degrés d’un angle 0
en radians est donnée par :

0x180°

T

Pour convertir en degrés un angle de 1 radian, il
faut le multiplier par 180°/m rad, d’ou :

D _jpp M __jpo M, Trad

asl,, rad rad 180°

=-2,09 m/°.

Le taux de variation est négatif, ce qui signifie que
la longueur de I’ombre diminue lorsque 1’angle
d’élévation augmente, c’est-a-dire lorsque le Soleil
s’éleve dans le ciel.

L :—600scz(n/3)=.;¢
ol sin” (1t/3)
— — 4
Y o= 60 =-80 m/rad.
3/2) 3
A go M gg M Trd_ 5 m/°.
do /3 rad rad 180°

On constate que la longueur de I’ombre diminue
de moins en moins rapidement a mesure que le
Soleil s’éleve dans le ciel.

7. a) d [ 4—sint ) cost(4+sint)—(4—sinz)(cost)
Z(4+smz)_ (4+sinr)?
_ 4cost+costsint —4cost +sinfcost
B (4+sint)?
sin2¢

_ 2sintcost
(4+sinr)?  (4+sinr)*

b)La dérivée s’annule lorsque sin 2¢ = 0, on a donc
2t =0 % k7t qui donne ¢ = +kit/2 ou :
{..—/2,0, /2, m, 3m/2, ...}.



8. Un voilier descend le fleuve en naviguant en ligne

droite. Sa trajectoire le fera passer a 400 m d’une
bouée.

i

a)Exprimer la distance entre le bateau et la bouée
en fonction de 1’angle 6 formé par la position de
la bouée et la trajectoire du voilier.

b)Déterminer la fonction décrivant le taux de va-
riation de la distance par rapport a I’angle 6.

c)Calculer la distance et le taux de variation de celle-
ci lorsque I’angle est de 30°. Exprimer le taux de
variation en metres par degré. En interprétant ce
résultat selon le contexte, dire pourquoi le signe
de ce taux de variation est négatif.

9. Utiliser la régle du produit et les propriétés de 1’opé-
rateur de dérivation pour démontrer que :

a) %(Sin2 x) =sin2x.

b) %(sinxcosx) =cos2x.

Calcul différentiel et intégral appliqué aux techniques, A. Ross 5

8. a)Ladistance est I’hypoténuse du triangle rectangle,

la relation est x = 400 csc 6.

b)En appliquant 1’opérateur de dérivation, on ob-
tient :
dx d
& —(400¢sc0)=-400cscOcoth.
de do

c)Le cercle trigonométrique donne directement la
valeur du sinus et du cosinus et la tangente est le

rapport des deux.
A

(V3/2:1/2)

s tan(r/6)=1//3
: =

Lorsque 1’angle est de 30°, la distance est :

4 4
x(1t/6)=400csc(m/6)=— 00 =ﬂ:800 m
sin(m/6) 1/2
et le taux de variation est :
@ —400csc(m/6)cot(m/6)
dbl, 6
=—400| — ! !
sin(rt/6) )\ tan(mt/6)
= 400523 - g0y ™
1 1 rad
= 80033 M5B o4 e,

X
rad 180°

Le taux de variation est négatif car la distance
entre le bateau et la bouée diminue.

. a) i(sinz x) :di(sinxXSinx)
X

dx
=sinxcosx+cosxsinx

=2sinxcosx=sin2x.

d, . . .
b) d—(smxcosx) =c0osxCcosx+sinx(—sinx)
x

=cos’ x—sin® x=cos2x.



