Dérivée :

fonctions algébriques

Répondre dans les espaces libres en utilisant les
notations appropriées.
1. @) Donner la définition de la dérivée d’une fonction

J).

b)Expliquer ce que signifie cette définition.

c¢)Cette limite est de la forme 0/0. Qu’est-ce qui
nous permet d’avoir 1’assurance que le résultat
obtenu a du sens?

2. a)En appliquant la définition de fonction dérivée,
déterminer la dérivée de la fonction définie par :
fx) =x3+ 2.
b)L’illustration suivante présente deux systémes
d’axes, dans le premier la fonction f(x) = x> + 2
est représentée. Dans le second, représenter sa
fonction dérivée.
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c)Calculer f'(-1), f'(0) et £'(1). Représenter gra-
phique la valeur obtenue dans le graphique de la
fonction et dans celui de la fonction dérivée.

1. a) f'(x) = lim L&D =T,
h—0 h
b)Cette définition donne le taux de variation ponctuel
en un point quelconque (x; f{x)). Le résultat est
une fonction décrivant le comportement du taux
de variation ponctuel en fonction de 1’abscisse x
du point.
¢)On peut lever une indétermination de la forme 0/0,
c’est une discontinuité non-essentielle. En prati-
que, par des manipulations algébriques, on dé-
termine une expression continue qui a la méme
limite lorsque £ tend vers 0. On peut alors évaluer
cette limite en posant & = 0.

2. a)En appliquant la définition, on obtient :
(x+h)’ +2—(x*+2)

f'(x)=lim
h—0

h
_lim(x3+3x2h+3xh2+h3+2)—(x3+2)
_h—>0 h

C 3x°h+3xh+h
= 11m

h—0 h

_ h(3x*+3xh+h%)
=lim

h—0
=1im(3x* +3xh+h*)=3x>.
h—0

o)f '(-1) = 3x(—1)? = 3. C’est I'image de —1 par la
fonction dérivée et la pente de la tangente a la
courbe de la fonction au point d’abscisse —1.
£'(0)=3x0%=0. C’est I'image de 0 par la fonction
dérivée et la pente de la tangente a la courbe de
la fonction au point d’abscisse 0.
£'(1)=3x12=3. C’est I'image de 1 par la fonction
dérivée et la pente de la tangente a la courbe de
la fonction au point d’abscisse 1.
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3. a)En appliquant la définition de fonction dérivée,
déterminer la dérivée de la fonction définie par :

fx)=+2x-3.
b)L’illustration suivante présente deux systémes

d’axes, dans le premier la fonction f(x)=+2x-3.
est représentée. Dans le second, représenter sa
fonction dérivée.
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\f'(3/2) n’est pas déﬁnie/.

La tangente est horizontale.

lim f'(x)=oo.

x—3/2"

c)Calculer f'(0), f'(3/2) et f'(2). Représenter gra-
phique la valeur obtenue dans le graphique de la
fonction et dans celui de la fonction dérivée.

4. En appliquant I’opérateur de dérivation, déterminer
les zéros de la dérivée des fonctions suivantes :
a)f(x) =x>-2x+4

b) f(x)zxj;u
¢) f(x)= x

x> +27

3. a)En appliquant la définition, on obtient :
2(x+h)-3-+2x-3
f'(x):nm‘/ (xth)=3-2x

h—0 h

. 2x+2h-3-/2x-3
=lim
h—0 h
V2x+2h=3-2x-3 V2x+2h-3+2x-3
V2x+2h=3+4/2x-3
(2x+2h-3)—-(2x-3)
=lim
10 h(\[2x+2h—3+2x=3)
. 2h
=lim
10 h(\[2x+2h—3+/2x-3)
. 2 2 1
=lim = = .
150 (2x+2h=3+42x-3) 242x-3 2x-3
¢)f'(0) n’est pas définie, O n’est pas dans le domaine
de la fonction.
f'(3/2) n’est pas définie. De plus, la limite lorsque
x tend vers 3/2 de f'(x) est ’infini. La tangente
est verticale au point d’abscisse 3/2.
f'(2) = 1. C’est I'image de 2 par la fonction dé-
rivée et la pente de la tangente a la courbe de la
fonction au point d’abscisse 2.

=lim
h—0 h

d
4. a)a()f —2x+4)=2x-2.

Elle s’annule a 2x — 2 = 0 qui donne x = 1

1
2
b d(x2+12J:2x“x_(x 2

dx\/;

X

4x* —(x* +12)
3 2x 3’12
x 2xx
Elle s’annule lorsque 3x> — 12 =0et x> =4. On

trouve donc x = +2, mais —2 est a rejeter car le
domaine de la fonction est ]0; oJ.

9) BRI NN
af = =2J;(x +27)—Jxx2x
dx\ x*+27 (x*+27)*

(X2 +27)-4x*
2 o 27-3%°
(24277 2x(x2+27)F
Elle s’annule lorsque 27 — 3x? =0 et x = +3, mais
-3 est a rejeter car le domaine de la fonction est
10; o¢[. La dérivée s’annule donc a x = 3.
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5. Soit y = f(x) = V2x +1 dont le graphique est donné
ci-dessous. Soit Ax un accroissement de la variable
x et Ay ’accroissement de y correspondant a I’ac-
croissement Ax.
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a)Représenter Ay sur la figure.

b)En utilisant I’opérateur de dérivation, déterminer
£10.

¢)En posant dx = Ax, représenter sur la figure la dif-
férentielle dy et explique ce qu’elle représente.

d)En utilisant la différentielle, estimer 1’image de
2,08 par la fonction.

6. Soit la fonction y=%/; dont le graphique est donné
ci-dessous.

Jx)

—64-60 P
T 216 220 x

a)Déterminer un modele d’approximation linéaire
de cette fonction avec 216 comme abscisse du
centre d’approximation.

b) Utiliser ce modele d’approximation linéaire pour

estimer 3/220. Dire si cette estimation est en
défaut ou en exces.

5. b) (\/MH)—(\/EH)
S (X)— lm

\/2x+2 x/ﬂ
h—>0 h

\/2x+2 \/ﬂ 2x+2h++/2x
haO h 2x+2h+~N2x
i 2x+2h-2x
h+0h(02x+2h+\/§)

2h

_}1:0h( 2x+2h+2x)

2 1

=1lim = .
heo( dx+2h+ 2x) 22x  2x

c)dy est une estimation de la variation Ay due a une
variation dx = Ax de la variable indépendante.
d)La différentielle est donnée par dy = f'(x)dx. En
considérant x =2 et dx = 0,08, on a :
1

1
! 2 ==
S Ja 2
La différentielle est donc :

1
dyf, = f'(@)dv=_x0.8=0.4.

6. a)Le modele d’approximation linéaire est I’équation
de la tangente passant par le point (216; 6). Pour
calcule la pente de cette tangente on a recours a
la fonction dérivée, soit :

i

La pente de la tangente est donc :

! 11
£1(216)= S S
3(%/216)2 3(6)° 108

Le modele d’approximation linéaire est :

L(x) = fle) + f'(c) (x = o),
ol ¢ = 216, f(216) = 6 et £'(216) = 1/108. Cela
donne :

1
L(x)=6+——(x-216).
(x) 108 (x )

b)Pour estimer 4220, on doit déterminer L(220),
ce qui donne :

L(220)= 6+—(22O 216)= 6+——6+—
108 27

On trouve donc 163/27. Cette estimation est en
exces, ¢’est-a-dire un peu plus grande que la valeur
réelle, car la courbe est concave vers le bas dans
cette région.
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¢)A T’aide d’un modele d’approximation linéaire,

estimer +/—60.

7. Une systeme de pompage automatique alimente un
réservoir. Lorsque le niveau atteint le seuil critique
de 40 litres, la pompe se met automatiquement en
marche pour une durée de 40 secondes durant les-
quelles le débit est :

D(t)= 80¢

l_2

L/s.
6/

a)Déterminer I'intervalle de temps durant lequel
le débit est croissant et celui durant lequel il est
décroissant.

b)En considérant I’instant ¢t = 2 comme centre
d’approximation, estimer le débit trois secondes
apres la mise en marche a 1’aide d’un modele
d’approximation linéaire.

c)A I’aide de la différentielle, estimer la variation
du débit dans I’intervalle [3; 4], dans I’intervalle
[6; 8].

c)Pour estimer J=60 . Puisque la racine cubique
de —64 est facile a déterminer. On peut considérer
¢ = —64 comme centre d’approximation. On a
donc :
c=-64, f(—64) = 6 et f'(—64) = 1/48.
Le mod¢le est alors :

1
L(x)=—4+- (r=(-64))

L’estimation est :
1 4
L(-60)=—4+—(—-60—(-64))=—4+—
(=60) 48( (=64)) 18
1
12 12
Cette estimation est en défaut, c’est-a-dire un peu

plus petite que la valeur réelle, car la courbe est
concave vers le haut dans cette région.

7. a)Pour déterminer les intervalles de croissance et
de décroissance, il faut déterminer 1’instant ou le
taux de variation du débit est nul. En appliquant
I’opérateur de dérivation, on obtient :

i( 801 )_80(t2+16)—80t><2

dr\ > +16 (1? +16)
_ 8017 +1280-1607>  1280—80¢>
(12 +16)? (1 +16)>

La dérivée s’annule lorsque le numérateur s’an-
nule, ce qui donne :
1280 — 8072 =0, d’ou 2 = 16 et t = +4.
Dans ce contexte, la valeur = —4 est a rejeter et le
taux de variation du débit est nul a 4 secondes.
Si t < 4, le taux de variation est positif, le débit
est donc croissant durant I’intervalle [0; 4]. Par la
suite, il est décroissant puisque le taux de variation
est négatif lorsque ¢ > 4.

b)Le modele d’approximation linéaire est :
L(t) = D(c) + D'(c) (t — ¢),
ouc=2s,D(c)=8L/setD'(2)=24L/s®2. Ona
donc :
L(t) = 8 L/s + 2,4 L/s? x (t — 2) s. En évaluant
L(3), on obtient :
LB)=8L/s+24L/s>x(3-2)s

=8 L/s+24L/s=104LJs.

On estime que trois secondes apreés la mise en
marche, le débit est d’environ 104, L/s.

c)La différentielle au temps ¢ = ¢ est donnée par :
dDIC; 4 = D'(c) dt. Dans Pintervalle [3; 4], ¢ = 3,
dt=4-3=1setD'(3)=0,896 L/s2, d’ou :
dDly. | = 0,896 L/s? x 1s=0,896 L/s. On estime
que durant I’intervalle [3; 4], le débit augmente
de 0,896 L/s.
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8. La position par rapport a un point fixe d’une particule

excitée électriquement est donnée par :

s(f) = £ — 1612 + 64t m ou ¢ est mesuré en secon-

des.

a)Déterminer la fonction décrivant la vitesse de la
particule au temps ¢, calculer ses zéros et indiquer
les intervalles de croissance et de décroissance de
la position de la particule par rapport au point de
référence.

b)Déterminer la fonction décrivant I’accélération
de la particule au temps ¢, calculer ses zéros et
indiquer les intervalles de croissance et de dé-
croissance de la vitesse de la particule.

c)Calculer I’accélération lorsque la vitesse est nulle.
Interpréter le résultat selon le contexte.

d)Calculer la vitesse lorsque 1’accélération est nulle.
Interpréter le résultat selon le contexte.

e)En calculant la position lorsque la vitesse est
nulle et lorsque 1’accélération est nulle, décrire la
trajectoire de la particule dans le systéme d’axes
ci-dessous en indiquant dans chaque intervalle le
comportement des fonctions position, vitesse et

accélération.
() .
100 Position positive 1+ Position positive !
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Dans I’'intervalle [6; 8], on a :
c=6,dt=8-6=2setD(6)=-0,592 L/s2,
d’ou :

dDlg. ,=-0,592 L/s? x2s=-1,184L/s. On estime
que durant I’intervalle [6; 8], le débit diminue de
1,184 L/s.

8. a)v(t) =5'(f) = 312 — 32t + 64 = (3t — 8)(¢t — 8).

La vitesse est nulle a 8/3 s et 8 s.
v(2) = 12 m/s, la particule s’éloigne du point de
référence dans ’intervalle [0; 8/3].
v(4) = —16 m/s, la particule s’approche du point
de référence dans 1’intervalle [8/3; 8.
v(9) = 19 m/s, la particule s’approche du point de
référence dans ’intervalle [8; oo].

b)a(t) = Vv'(t) = s"(t) = 6t — 32. L’accélération est
nulle a 16/3 s.
a(2) = =20 m/s%. La vitesse diminue durant 1’in-
tervalle [0; 16/3].
a(6) = 4 m/s?. La vitesse augmente durant I’in-
tervalle [16/3; <.

c)a(8/3) = —48/3 m/s2. A cet instant, 1’accélération
tend a ramener la particule en direction du point
de référence.
a(8) = 16 m/s2. A cet instant, I’accélération tend
a éloigner la particule en direction du point de
référence.

d)v(16/3) = 192/9. La particule s’€éloigne alors du
point de référence.
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